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PREFACIO 


Resumiendo las características de su contenido podemos decir que este noveno 
volumen del Curso de Física Teórica trata de la teoría cuántica del estado conden- 
sado de la materia. Se inicia con una exposición detallada de la teoría de los líquidos 
cuánticos de Bose y Fermi. Esta teoría, establecida por L. D. Landau a partir de los 
descubrimientos experimentales de P. L. Kapitza, constituye ahora una rama inde- 
pendiente de la física teórica. Su importancia reside no sólo en los notables fenómenos 
que se presentan en los isótopos líquidos del helio, sino en el hecho de que los conceptos 
de un líquido cuántico y su espectro son esencialmente el fundamento de la descrip- 
ción cuántica de los cuerpos macroscópicos. 

Por ejemplo, un entendimiento completo de las propiedades de los metales implica 
el tratamiento de los electrones como un líquido de Fermi. Sin embargo, las propie- 
dades del líquido electrónico son complicadas por la presencia de la red cristalina 
y para el desarrollo de la teoría es necesario como etapa preliminar el estudio del 
caso más simple de un líquido homogéneo isotrópico. De igual modo, la superconduc- 
tividad de los metales, que puede considerarse como la superfluidez del líquido electró- 
nico, es difícil de entender claramente sin un conocimiento previo de la teoría más 
simple de la superfluidez en un líquido de Bose. 

El enfoque mediante la función de Green es una parte indispensable del formalismo 
matemático de la física estadística moderna. No sólo por la conveniencia del cálculo 
de las funciones de Green por la técnica de diagramas, sino especialmente por el hecho 
de que las funciones de Green determinan directamente el espectro de las excitaciones 
elementales del cuerpo y por tanto, constituyen el lenguaje que ofrece la descripción 
más natural de las propiedades de estas excitaciones. Por ello, en este volumen se ha 
dedicado una atención considerable a los problemas metodológicos en la teoría de las 
funciones de Green de los cuerpos macroscópicos. Aunque las ideas básicas del método 
son las mismas para todos los sistemas, la forma especifica de la técnica diagramática 
es diferente en cada caso. Es, en consecuencia, natural el desarrollo de estos métodos 
para los líquidos cuánticos isotrópicos, en donde la esencia del procedimiento se ve 
en su forma más pura, sin las complicaciones que surgen de la inhomogeneidad espa- 
cial, la presencia de más de un tipo de partículas, etc. 

Por razones semejantes, la teoría macroscópica de la superconductividad viene 
descrita por el modelo simple de un gas isotrópico de Fermi con interacción débil, 
prescindiendo de las complicaciones debidas a la presencia de la red cristalina y a la 
interacción de Coulomb. 

En cuanto a los capítulos que tratan de los electrones en la red cristalina y de la 
teoría del magnetismo, debemos insistir en que este libro es parte de un curso de física 


V 
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teórica y de ningún modo intenta ser un texto de teoria del estado sólido. En conse- 
cuencia, sólo se discuten aquí los tópicos más generales y no se hace ninguna referen- 
cia a los problemas que llevan consigo el uso de resultados experimentales especificos 
ni a los métodos de cálculo que no tienen una evidente base teórica. Además este volu- 
men no incluye las propiedades de transporte de los sólidos, de las cuales trataremos 
en el siguiente y último volumen del Curso. 

Finalmente este libro discute también la teoria de las fluctuaciones electromagné- 
ticas en medios materiales y la teoria de las fluctuaciones hidrodinámicas. La primera 
se incluyó previamente en el volumen 8, Flectrodinámica de los medios continuos. 
Su transferencia al presente volumen es una consecuencia de la necesidad del uso de 
las funciones de Green con lo cual la teoría completa puede simplificarse y hacerse 
más conveniente en sus aplicaciones. También es más razonable tratar en el mismo 
volumen las fluctuaciones electromagnéticas e hidrodinámicas 

Éste es el volumen 9 del Curso de Física Teórica (la parte 1 de la Física estadís- 
tica es el volumen 5). La lógica de la distribución es que los tópicos tratados aquí 
están íntimamente relacionados con los de la mecánica de fluidos (volumen 6) y la 
electrodinánica macroscópica (volumen 8). 

L. D. Landau no se encuentra entre los que han escrito realmente este libro. Pero 
el lector observará fácilmente la frecuencia con que aparece su nombre en el mismo: 
una parte considerable de los resultados dados aquí son debidos a él, solo o con sus 
alumnos y colegas. Nuestra asociación con Landau durante muchos años nos permite 
pensar que hemos reflejado exactamente sus puntos de vista en estos temas, aunque 
naturalmente se han tenido en cuenta los desarrollos habidos en los 15 años transcu- 
rridos desde que su trabajo concluyó trágicamente. 

Deseamos expresar aquí nuestro agradecimiento a A. F. Andreev, I. E. Dzyalo- 
shinskil e I. M. Lifshitz por muchas de las discusiones sobre temas de este libro. Una 
gran ayuda ha sido el libro bien conocido Quantum Field Theoretical Methods in 
Statistical Physics (Pergamon, Oxford 1965) de A. A. Abrikosov, L. P. Gor*kov 
e I. E. Dzyaloshinskii, uno de los primeros textos en la bibliografía de física relacio- 
nados con los nuevos métodos de física estadística. Por último, agradecemos a L. P. 
Gor*kov y Yu. L. Klimontovich por la lectura del libro en su etapa de manuscrito 
y sus numerosos comentarios. 

E. M. LiFsHITz 
L. P. PITAEVSKIÍ 


NOTACIÓN 


Los subíndices que se asignan a los vectores utilizan letras latinas i, k,... Los subíndices del 
spin se designan con las letras griegas «a, f,... La operación de sumar aparece implicada en todos 
los subíndices que aparezcan repetidos. 

Los «4-vectores» [ver la nota a pie de página correspondiente a la ecuación (13.8)] se designarán 
con letras mayúsculas X, P,... 

Elemento de volumen dV o d?x. 

Límite al tender a cero desde arriba o desde abajo + 0 o — 0. 

Los operadores se designan mediante un acento circunflejo. 

Hamiltoniano A, Ĥ' = e uÑ. 

Operador perturbación Y. 

Operadores Y en la representación de Schrödinger Y , P; ; en la representación de Heisenberg 
Y _Y+.en la representación de Matsubara YM DM. 

Funciones de Green G, D. 

Las magnitudes termodinámicas se designan del mismo modo que en la Parte 1, por ejemplo, 
T temperatura, V volumen, P presión, q potencial químico. 

Campo magnético H; inducción magnética B; campo magnético externo $. 

Referencias a otros volúmenes anteriores del curso de Física Teórica: 

Mecánica = Vol. 1 (Mecánica). 

Campos = Vol. 2 (Teoría clásica de campos). 

MC = Vol. 3 (Mecánica Cuántica). 

TCR = Vol. 4 (Teoría Cuántica Relativista). 

Parte 1 = Vol. 5 (Física Estadística, Parte 1). 

MF = Vol. 6 (Mecánica de Fluidos). 

EMC = Vol. 8 (Electrodinámica de Medios Continuos). 

Todos están publicados por la Editoral Reverté. 
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CAPITULO Í 


LÍQUIDO NORMAL DE FERMI 


$1. Excitaciones elementales en un líquido cuántico de Fermi 


A temperaturas tan bajas que la longitud de onda de Broglie correspondiente al 
movimiento térmico de los átomos en un líquido resulte comparable con las distan- 
cias existentes entre los átomos, las propiedades macroscópicas del líquido están de- 
terminadas por los efectos cuánticos. La teoría de dichos líquidos cuánticos es de un 
interés fundamental considerable, aunque en la naturaleza sólo existan dos de ellos 
que sean realmente líquidos; son los líquidos correspondientes a los isótopos He? 
y Het del helio a temperaturas ~ 1 — 2 K. Todas las demás sustancias solidifican 
mucho antes de que empiecen a resultar importantes en ellos los efectos cuánticos. 
En conexión con este punto puede recordarse que de acuerdo con la mecánica 
clásica, todos los cuerpos deberían ser sólidos en el cero absoluto (ver Parte 1, $ 64). 
Sin embargo, el helio debido a la interacción peculiarmente débil que existe entre 
sus átomos, permanece líquido hasta temperaturas suficientemente bajas para que 
se hagan notar los efectos cuánticos, de tal modo que no es necesario que llegue 
a solidificar. 

El cálculo de las magnitudes termodinámicas para un cuerpo macroscópico exige 
el conocimiento de su espectro de niveles de energía. En un sistema de partículas 
fuertemente interactivas tal como un líquido cuántico, podemos referirnos, como 
es natural, sólo a aquellos niveles que corresponden a estados estacionarios del 
líquido total, y no a estados de los átomos individuales. Al calcular la función de 
partición a temperaturas suficientemente bajas, hemos de tener en cuenta única- 
mente los niveles de energía débilmente excitados del líquido, los cuales están bas- 
tante próximos al estado fundamental. 

El extremo siguiente tiene una importancia fundamental en toda la teoría. En 
mecánica cuántica, cualquier estado débilmente excitado de un cuerpo macroscó- 
pico puede considerarse como un conjunto de excitaciones elementales separadas. 
Éstas se comportan como cuasipartículas que se mueven dentro del volumen ocii- 
pado por el cuerpo y que poseen energías e e impulsos p definidos. Una caracterís- 
tica importante del espectro energético del cuerpo es la forma de la función «(p), 
O relación de dispersión para las excitaciones elementales. Debe resaltarse de nuevo 
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que el concepto de excitaciones elementales surge como un procedimiento de des- 
cripción mecánica-cuántica del movimiento colectivo de los átomos de un cuerpo 
y que no pueden identificarse las cuasipartículas con los átomos o moléculas indi- 
viduales. 

En los líquidos cuánticos pueden en principio existir diversos tipos de espectros 
de energía. Existirán también propiedades macroscópicas completamente diferentes 
que dependerán de la clase del espectro. Empezaremos considerando un líquido 
con un espectro que muy bien podría denominarse de tipo Fermi. La teoría de dicho 
líquido de Fermi se debe a L. D. Landau (1956-58), quien dedujo los resultados 
que se van a resumir en $$ 1-4.+ 

El espectro de energía de un líquido cuántico de Fermi tiene una estructura que 
en cierta medida es semejante a la de un gas de Fermi ideal (de partículas con spin 3). 

El estado fundamental de este último corresponde a la ocupación por las partículas 
de todos los estados contenidos dentro de la esfera de Fermi, que es una esfera en 
el espacio de los impulsos cuyo radio pp está relacionado con la densidad del gas N/V 
(número de partículas por unidad de volumen) por la expresión 


NIV = 2.4np8/3(21hy 
= pè/3n?h; (1.1) 


ver Parte 1, § 57. Los estados excitados del gas aparecen cuando las particulas pasan 
desde estados del interior de la esfera ocupada a algún otro estado con p > pp. 

Como es natural, en un líquido no existen estados cuánticos para las partículas 
individuales, de modo que para construir el espectro de un líquido de Fermi debemos 
partir de la hipótesis de que la clasificación de los niveles de energía permanece 
invariable cuando se «conectan» gradualmente las interacciones entre los átomos, 
es decir cuando pasamos del gas al líquido. En esta clasificación, el papel de partícu- 
las de gas lo juegan las excitaciones elementales (cuasipartículas), cuyo número es 
igual al número de átomos y que obedecen a la estadística de Fermi. 

Es evidente que dicho espectro sólo puede aparecer en un líquido de partículas 
con spin semientero: el estado de un sistema de bosones (partículas con spin entero) 
no puede describirse en función de cuasipartículas que obedecen la estadística de 
Fermi. Al mismo tiempo debe resaltarse que un espectro de esta clase no puede 
ser una propiedad universal de todos los líquidos de esta clase. El tipo de espectro 
depende también de la naturaleza específica de la interacción entre los átomos. 
Esto resulta evidente a partir de la consideración siguiente: si la interacción es tal 
que tienda a asociar los átomos en parejas, entonces en el límite obtenemos un lí- 
quido molecular compuesto de partículas (moléculas) con spin entero para el cual 
es ciertamente imposible la existencia del espectro que estamos considerando. 

t Para anticiparnos a cualquier dificultad, podemos mencionar aquí que para evitar malas interpre- 


taciones nos estamos refiriendo a un líquido de Fermi no superfluido (normal), como es el caso del isótopo 
líquido He?, con la reserva hecha en la tercera nota a pie de página a $ 54. 
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Cada una de las cuasipartículas tiene un impulso definido p (volveremos más 
adelante a considerar la validez de esta afirmación). Sea n(p) la función de distri- 
bución de los impulsos de las cuasipartículas, normalizada mediante la condición 


fndr=N/V, di = dpi}; 


esta condición se hará más precisa en su momento. El principio de clasificación 
mencionado anteriormente consiste en suponer que, si se especifica esta función, 
la energía E del líquido queda univocamente determinada y que el estado funda- 
mental corresponde a una función de distribución en la que todos los estados estan 
ocupados dentro de la esfera de Fermi, cuyo radio pp está relacionado con la den- 
sidad del líquido mediante la misma fórmula (1.1) que es válida para un gas ideal. 

Es importante subrayar que la energía total E del líquido no es simplemente la 
suma de las energías e de las cuasipartículas. En otras palabras, E es una magnitud 
funcional de la función de distribución que no se reduce a la integral f ne dr (como 
ocurre en el caso de un gas ideal, en donde las partículas coinciden con las particu- 
las reales y no interaccionan entre sí). Puesto que el concepto primario es E, se plan- 
tea la cuestión de cómo hay que definir la energía de las cuasipartículas, para tener 
en cuenta su interacción. 

Con este objetivo, consideremos la variación que experimenta E debida a un 
cambio infinitesimal de la función de distribución. Está claro que puede definirse 
como la integral de una expresión lineal respecto a la variación ón, es decir, tiene 
la forma 


E/V = | e(p)ôn dr. 


La magnitud e es la derivada funcional de la energía E respecto a la función de dis- 
tribución. Corresponde a la variación de la energía del sistema cuando se adiciona 
una sola cuasipartícula con impulso p. Esta magnitud juega el papel de la función 
de Hamilton de una cuasipartícula en el campo de, las demás cuasipartículas. Es 
también una funcional de la función de distribución, es decir, la forma de la fun- 
ción (p) depende de la distribución de todas las partículas en el líquido. 

En conexión con esto debe señalarse que una excitación elemental en el tipo 
de espectro considerado puede considerarse en cierto sentido como un átomo si- 
tuado en el campo autoconsistente de los demás átomos. Esta autoconsistencia no 
ha de entenderse, como es natural, en el sentido usual de la mecánica cuántica. 
Aquí su naturaleza es más profunda; el hamiltoniano del átomo se ve modificado 
no sólo lo previsto para tener en cuenta el efecto de las partículas que la rodean 
sobre la energía potencial, sino también la dependencia del operador de energía 
cinética sobre el operador del impulso. 

Hasta ahora hemos ignorado el posible spin de las cuasipartículas. Puesto que 
el spin es una magnitud cuántica, no puede tratarse clásicamente y, por consiguiente, - 
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debemos considerar la función de distribución como una matriz estadística respecto 
al spin. La energía e de una excitación elemental no es en general sólo una función 
del impulso sino que es también un operador respecto a las variables de spin, que 
puede expresarse en función del operador del spin de la cuasipartícula $. En un 
líquido homogéneo isótropo (no en el interior de un campo magnético ni ferromag- 
nético) el operador $ sólo puede aparecer en la función escalar e en la forma de los 
escalares 3? y (8.p)?; es inadmisible la primera potencia del producto Sp puesto 
que el vector spin es un vector axial y, por tanto, este producto es un pseudoescalar. 
El cuadrado $? = s(s + 1) y en el caso del spin s = 4 el escalar (8.pY = p?/4 se 
reduce también a una constante independiente de $. Así pues, en este caso la energía 
de una cuasipartícula es independiente del operador de spin y todos los niveles 
energéticos de las cuasipartículas tienen una degeneración doble. 

La afirmación de que una cuasipartícula posee spin expresa esencialmente el 
hecho de que existe esta degeneración. En este sentido podemos decir que el spin 
de las cuasipartículas en un espectro del tipo considerado es siempre 4, cualquiera 
que sea el spin de las partículas reales del líquido. En efecto, en el caso de cualquier 
otro spin diferente de +4 los términos de la forma (8.p)” originarían una descomposi- 
ción de los niveles con degeneración (2s + 1) en 4(2s + 1) niveles doblemente 
degenerados. En otras palabras, aparecerían 4(2s + 1) ramas diferentes de la fun- 
ción e(p), correspondiendo cada una de ellas a «cuasipartículas con spin 3». 

Como ya se ha mencionado, cuando se tiene en cuenta el spin de las cuasipartícu- 
las, la función de distribución se transforma en una matriz o un operador (p) res- 
pecto a las variables de spin. Este operador puede escribirse explícitamente como 
una matriz estadística hermítica n,g(p), en donde a y f son índices de la matriz 
de spin que toman los valores + 4. Los elementos diagonales de la matriz determi- 
nan el número de cuasipartículas que pertenecen a estados de spin particulares. La 
condición de normalización para la función de distribución de las cuasipartículas 
debe escribirse ahora, por consiguiente, en la forma 


tr [â dr = [n.. de = NIV, di = dip/QrhY, (1.2) 


en donde tr designa la traza de la matriz respecto a los índices de spin. t 
La energía ê de la cuasipartícula es en general también un operador (una matriz 
respecto a las variables de spin). Debe definirse mediante 


SEJV = tr f ê ôñ dr = | eag Ónp, dr. (1.3) 


Si no existe ninguna dependencia o relación entre la función de distribución 
y la energía con el spin, de modo que n,g y €,g se reducen a matrices unidad: 


Map = nÒ, Eag = £028s (1.4) 


1 En esta expresión y en todas las siguientes, la repetición de índices implica la suma, como es usual. 
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entonces la operación de obtener la traza en (1.2) y en (1.3) equivale a multiplicar 
simplemente por 2: 


2 [nd =N/V, SE/V = 2 Í e ôn dr. (1.5) 


Es fácil ver que en el equilibrio estadístico la función de distribución de las cuasi- 
partículas es una distribución de Fermi ordinaria, en la cual la energía está repre- 
sentada por la magnitud ê definida en (1.3). En efecto, como los niveles de energía 
del gas de Fermi ideal y del líquido se clasifican del mismo modo, la entropía S 
del líquido se determina mediante una expresión estadística semejante 


S/V = —tr f{ñlog 4—(1—A) log (1—A)) dr (1.6) 


a la correspondiente a un gas (Parte 1, $ 55). Variando esta expresión con las con- 
diciones adicionales de número de partículas total constante y energía total cons- 
tante, 


¿N/V = tr f óñdr=0, SE/V = tr f ¿94 dr = 0, 
obtenemos la distribución buscada: 
ñ = [eé-NIT 4 1]71, (1.7) 


siendo y el potencial químico del líquido. 
Cuando la energía de la cuasipartícula es independiente del spin, la fórmula 
(1.7) equivale a una relación análoga entre n y e: 


n = [ee0T41]71, (1.8) 


A T = 0, el potencial químico es igual a la energía límite que corresponde a la super- 
ficie de la esfera de Fermi: 


[ulr=o = er = e(pp). (1.9) 


Debe resaltarse que, a pesar de la analogía formal entre la expresión (1.8) y la dis- 
tribución de Fermi ordinaria, no es idéntica a la última: puesto que la propia e 
es una funcional de n, la fórmula (1.8) es hablando estrictamente una expresión 
implícita complicada de n. 
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Volvamos ahora a la hipótesis de que puede asignarse a cada cuasipartícula un 
impulso definido. La condición precisa para que sea válida esta hipótesis es que la 
incertidumbre del impulso (debido al recorrido libre medio finito de la cuasipartícula) 
sea pequeña no sólo en comparación con el propio impulso, sino también en rela- 
ción con la anchura 4p de la «zona de transición» de la distribución, en la que di- 
fiere apreciablemente de una función escalón:f 


O(P) = Op) = 1 Para p< pr, io 
= 0 Para o l 

Es fácil ver que se satisface esta condición si la distribución n(p) difiere de (1.10) 
sólo en una pequeña región cerca de la superficie de la esfera de Fermi. Está claro, 
por el principio de Pauli, que únicamente las cuasipartículas que se encuentran en 
la zona de transición de la distribución pueden sufrir el scattering o dispersión 
mutua, como resultado del cual deben aparecer estados libres en dicha zona. De 
aquí que la probabilidad de la colisión sea proporcional al cuadrado de la anchura 
de la zona. De acuerdo con ello, la incertidumbre en la energía y, por consiguiente, 
en el impulso de la cuasipartícula son ambas proporcionales a (4 př. Por consiguiente 
resulta claro que, cuando Ap es suficientemente pequeña, la incertidumbre en el 
impulso será pequeña no sólo en comparación con pp, sino también con Ap. 

Así pues, el método descrito es válido solamente para los estados excitados del 
líquido que resultan descritos mediante una función de distribución de cuasipartícu- 
las, la cual difiere de una función escalón justo en una estrecha región próxima 
a la superficie de Fermi. En particular, y en el caso de funciones de distribución 
de equilibrio sólo son permisibles temperaturas suficientemente bajas. La anchura 
(en energía) de la zona de transición de la distribución de equilibrio es del orden 
de T. La incertidumbre cuántica en la energía de una cuasipartícula, debida a las 
colisiones, es del orden de %A/r, siendo t el tiempo correspondiente al recorrido 
libre medio de la cuasipartícula. Por tanto, la condición para que sea aplicable la 
teoría es 


hjt «T. (1.11) 


De acuerdo con el análisis precedente, el tiempo t es inversamente proporcional al 
cuadrado de la anchura de la zona de transición: 


Toc T., 
de modo que (1.11) se satisface ciertamente cuando T > 0. En el caso de un líquido 


en el que no sea débil la interacción entre partículas, todos los parámetros de la 


+ Para futuras referencias, puede señalarse que la derivada 9'(p) = — ó(p — pp), puesto que ambos 
miembros dan la unidad al integrar sobre un intervalo cualquiera de valores de p que incluya el punto 
P = Ppr. 
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energía son del mismo orden que la energía límite €p; en este sentido la condición 
(1.11) es equivalente a T < | ep |.j 

En el caso de distribuciones que sean casi una función escalón (es decir, todas 
aquellas que son aproximadamente iguales a la distribución para T = 0), se puede 
sustituir en primera aproximación la función s por su valor calculado con n(p) = 0(p). 
Entonces e resulta una función definida del módulo del impulso y (1.7) se convierte 
en la distribución de Fermi ordinaria. 

Cerca de la 'superficie de la esfera de Fermi, en donde únicamente la función 
e(p) tiene un significado físico directo, puede ésta desarrollarse entonces en poten- 
cias de la diferencia p — pp. Tenemos 


E— EF ~ UF(pP—Pp), (1.12) 


en donde 
vr = [08/0p], = p (1.13) 


es la «velocidad» de las cuasipartículas en la superficie de Fermi. En un gas de 
Fermi ideal, en donde las cuasipartículas son idénticas a las partículas reales, tene- 
mos e = p?/2m y, por tanto, Vp = pp/m. Por analogía, podemos definir para un 
líquido de Fermi la magnitud 


m* = pr|vr, (1.14) 


denominada masa efectiva de la cuasiparticula y resulta ser positiva (ver el final 
de § 2). 

En función de las magnitudes así definidas, la condición para que pueda ser 
aplicable la teoría puede escribirse como T < Vrpr, y sólo aquellas cuasipartículas 
con impulsos p tales que | p — pr | < pr tienen un significado real. En particular 
este hecho importante hace que deje de ser trivial la relación (1.1) existente entre 
Pr y la densidad del líquido, puesto que su deducción intuitiva (en el caso de un gas 
de Fermi) se basa en el concepto de partículas en estados que ocupan la totalidad 
de la esfera de Fermi y no sólo en la proximidad de su superficie. t 

La masa efectiva determina, en particular, la entropía S y el calor específico C 
del líquido a temperaturas bajas. Estas magnitudes vienen dadas por las mismas 
fórmulas que en el caso de un gas ideal (Parte 1, $ 58), bastando sustituir en ellas 
la masa de la partícula m por la masa efectiva m*: 


S=C=VyT, y= m'pe/3/% = (¿am 18) (NIV); (115) 


f Sin embargo, en el caso del He? líquido, se demuestra experimentalmente que el margen de aplica- 
bilidad cuantitativa de la teoría está de hecho limitada a T < 0,1 °K (mientras que | ep | = 2,5 °K). 
1 La demostración de (1.1) exige el empleo de métodos matemáticos más complicados y se dará en $ 20. 
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debido a que la dependencia lineal entre 7, S y C es la misma. Esto es consecuencia 
de que la expresión (1.6) que nos da la entropía en función de la función de distri- 
bución es la misma, tanto para un líquido como para un gas y en el cálculo de esta 
integral sólo tiene importancia el intervalo de valores de los impulsos cercanos 
a p», en donde la función de distribución de cuasipartículas en el líquido y la fun- 
ción de distribución de partículas en el gas vienen dadas por la misma expresión (1.8).f 

Antes de desarrollar más a fondo estas teorías, debe señalarse el punto siguiente. 
Aunque este método de definir las cuasipartículas en un líquido de Fermi por una 
analogía exacta con las partículas de un gas es el más conveniente a la hora de dedu- 
cir sistemáticamente la teoría, la descripción física correspondiente tiene el incon- 
veniente de hacer intervenir la inobservable esfera de Fermi llena de cuasipartículas. 
Esta dificultad podría eliminarse mediante una formulación en la que sólo apareciesen 
las excitaciones elementales cuando T 4 0. En dicha descripción, las excitaciones 
elementales están representadas mediante cuasipartículas fuera de la esfera de Fermi 
y por «huecos» dentro de ella; a los primeros hay que asignarles, en la aproximación 
correspondiente a (1.12), la energía € = v(p — pr) y a los últimos la energía e = 
= UA Pp — p). La distribución estadística de cada una de ellas viene dada por la 
fórmula de la distribución de Fermi con potencial de Fermi nulo (de acuerdo con 
el hecho de que ahora no es constante el número de excitaciones elementales, sino 
que está determinado por la temperatura)* 


n = [el T41]7, (1.16) 


En esta descripción las excitaciones elementales aparecen o desaparecen sólo en 
parejas y, por tanto, los número totales de excitaciones con p > pr y p< Ppr son 
siempre iguales. 

Con esta definición de las excitaciones elementales, su energía es ciertamente 
positiva y corresponde al exceso de energía del nivel excitado sobre la que posee 
el nivel fundamental del sistema. La energía de las cuasipartículas definidas mediante 
(1.3) puede ser o positiva o negativa. 

Además, en el caso de un líquido a temperatura cero y presión cero, la magnitud 
Ep = p es ciertamente negativa y los valores de e próximos a es son, por consiguiente, 
también negativos. Esto es evidente puesto que, cuando T=0 y P=0, — pu es 
una magnitud positiva, que corresponde al valor límite del calor de vaporización 
del líquido por partícula. 


+ En el caso del He? líquido a presión cero, pp/ = 0,8 x 10% cm”!; m* = 3,1 m (He*); pp se halla 
a partir de la densidad del líquido y m* a partir de su calor específico. 

tł Deberá recordarse (cf. Parte 1, $ 63) que bajo estas condiciones el número de cuasipartículas Ngp 
está determinado por la condición correspondiente al equilibrio termodinámico: la energía libre F en 
función de Ngy es un mínimo para un volumen y temperatura dados: (OF Nap) rv = 0. Sin embargo, 
esta derivada es precisamente el «potencial químico de las cuasipartículas»; no deberá confundirse con 
el potencial y del líquido, que está determinado por la derivada de F respecto al número de partículas 
reales N. 


Líquido normal de Fermi 9 
$2. Interacción de cuasipartículas 


La energía de las cuasipartículas, al ser una funcional de su función de distri- 
bución, varía con dicha función. La variación de la energía en el caso de una pe- 
queña desviación ôn de la función de distribución respecto a la función escalón 
(1.10) debe ser 


ÔE P) = $ Sav, BCP, P’) nap’) de (2.1) 


o, en forma más simbólica, 


òp) = tr f f(p, p) ôA) dr, 


en donde tr' designa la traza respecto al par de índices de spin que corresponden al 
impulso p’. La función f puede denominarse función de interacción de las cuasi- 
partículas; en un gas de Fermi, f=0. Por definición representa la segunda derivada 
variacional de la energía total E del líquido y, por tanto, es simétrica en las variables 
p, p' y los pares de índices correspondientes: 


Fey, pod, P) = fya, (P, P). (2.2) 


Con la variación (2.1), la energía de las cuasipartículas cerca de la superficie 
de la esfera de Fermi viene dada por la suma 


E(p)— er = vr(p—pr)+tr' f f(p, p’) óñ(p”) dr. (2.3) 


En particular, en el caso de distribución de equilibrio termodinámico, el segundo 
término en (2.3) da la dependencia con la temperatura de la energía de la cuasi- 
partícula. La desviación ón' es apreciablemente diferente de cero sólo en una banda 
estrecha de valores de p' cerca de la superficie de la esfera de Fermi y en ella se 
contienen los impulsos p de las cuasipartículas reales. La función £(p, p’) en (2.1) 
y (2.3) puede, por consiguiente, sustituirse en la práctica por su valor en esta super- 
ficie, haciendo p = p' = pr, de modo que f dependerá solamente de las direcciones 
de los vectores p y p’. 

La dependencia con el spin de la función f' se debe tanto a los efectos relativistas 
(interacciones spin-spin y spin-órbita) como a la interacción de canje o intercambio. 
Esta última es la más importante. Cuando se tiene en cuenta, la función de interac- 
ción de las cuasipartículas tiene la forma (en la superficie de Fermi) 


(Dem? Inh?) f (p, p”) = F(9)+0.0'G(0), (2.4) 


en donde o y a” son las matrices de Pauli que actúan sobre los índices de spin corres- 
pondientes (es decir, que corresponden a las variables p y p') mientras que F y G 
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son dos funciones del ángulo 0 formado entre p y p'f. La forma de esta expresión 
se debe a la propiedad característica de la interacción de intercambio, que es inde- 
pendiente de la orientación espacial del momento angular total del sistema, de 
modo que en ella sólo pueden aparecer los dos operadores de spin como un producto 
escalar. Las funciones F y G, según están definidas en (2.4), son adimensionales. El 
factor separado con este objeto a la izquierda de (2.4) en su primer miembro es el 
número de estados de cuasipartículas sobre la superficie de Fermi por unidad de 
intervalo de energía: l 


. 2 
v(er) = [241/de]rme, = e ee ) 


o sea, 
vp = Pæ vr = prm* |h. (2.5) 


Como la traza de una matriz de Pauli es nula, se hace cero el segundo miembro 
de (2.4) cuando se toma la traza tr' y tr” f es también independiente de o. De hecho, 
esto ocurre también cuando se tienen en cuenta las interacciones spin-órbita y spin- 
spin. La razón es que la función escalar tr' f sólo podría contener el operador de 
spin en forma de producto $-pXp” de los dos vectores axiales $ y p x p'; no es 
necesario considerar expresiones cuadráticas de las componentes de $ puesto que 
en el caso de spin 4 todas ellas se reducen a términos lineales en $ o independientes 
de $. Pero este producto no es invariante bajo la inversión del tiempo y, por consi- 
guiente, no puede aparecer en la magnitud invariante tr' f 

Resultará conveniente la siguiente notación: 


Fer, 0D) P) = Saef P) f= ittre f. (2.6) 


A partir de la expresión (2.4) tenemos 
(prm* [n?h?) f (0) = 2F(0). (2.7) 


La función de interacción de las cuasipartículas satisface una cierta relación 
integral que se deduce del principio de relatividad de Galileo. Una consecuencia 
directa de este principio es que el impulso del líquido por unidad de volumen es 
igual a su densidad de flujo másico. La velocidad de una cuasipartícula es ô£/ôp, de 
modo que el flujo de cuasipartículas es 


tr f ñ(0€/0p) dr. 


En forma matricial explícita. 


(ppm mh) fo, po = Fôapåys + Goap- 6,8. (2.4a) 
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Como el número de cuasipartículas en el líquido es el mismo que el de particu- 
las reales, es evidente que la transferencia de masa total mediante cuasipartículas 
se encuentra multiplicando su flujo numérico por la masa de la partícula real m. 
Así obtenemos la ecuación 


tr | pñ dí = tr f m(03/0p) ñ dr. (2.8) 


Haciendo nag = M0.p, Eap = €0,g, podemos obtener la variación de ambos miem- 
bros de (2.8) para lo cual utilizaremos (2.1) y tomaremos f de (2.6): 


p ôn dr = m iaa FP, ón' dr dr”, 
0p Op 


0 r 
=m f z dr—m f FO, p) n di dr, 


en donde n’ = n(p'); en la segunda integral hemos vuelto a denominar a las varia- 
bles e integrado por partes. Como ôn es arbitrario, esto nos da la relación buscada: 


p/m = 0e/0p— | f(p, p’) [on(p)/0p"] dr. (2.9) 


En el caso de una función escalón n(p') = 0(p”), la derivada 0n']0p' se reduce 
a la función delta 


00(p)/0p = —(p/p) lp — pr). (2.10) 


Sustituyendo en (2.9) la función e(p) tomada de (1.12) y sustituyendo luego el impulso 
p = pn en todas partes por el valor p» = ppn sobre la superficie de Fermi y multipli- 
cando ambos miembros de la ecuación por pr, se consigue la relación siguiente 
entre la masa m de las partículas reales y la masa efectiva de las cuasipartículas: 


doa T | F(9) cos 9 do”, (2.11) 


m 


en donde do’ es el elemento de ángulo sólido en la dirección de p’. Si sustituimos 
aquí la expresión (2.7) para f(0), esta ecuación se reduce a 


m*/m = 1+F(9) cos 9, (2.12) 


en donde la barra designa el proceso de promediar respecto a las direcciones, es 
decir, la integración respecto a do'/4x1 = 4 sen 9 dô. 
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Calculemos también la compresibilidad de un líquido de Fermi en el cero abso- 
luto, es decir la cantidad u? = 9P/0p.t La densidad del líquido es p = mN/V, de 
modo que 


u? = —(V2/mN) 0P/0V. 


Para calcular esta derivada es conveniente expresarla en función de la derivada del 
potencial químico. Como este último depende de N y V a través solamente del co- 
ciente N/V y puesto que para T = constante = 0 se tiene du = VdP/N, resultando 


un Y u _ V oP 
N NV Nov? 


y, por tanto, 
N 
u? = mn aN: (2.13) 


Como u = £p para T = 0, la variación ôx que se obtiene cuando el número de 
partículas varía en ôN es 


du = [f(Pr, p’) ôn’ de'+(0cr/0ps) Ópr- (2.14) 


El primer término de esta expresión nos da la variación de (pr) debida a la varia- 
ción de la función de distribución. El segundo término aparece porque una varia- 
ción en el número total de partículas influye también sobre el valor del impulso 
límite a partir de (1.1), tenemos que ôN = Vpžôpr/n?h3. Como ón' es apreciable- 
mente diferente de cero sólo cuando p' ~ pp, podemos escribir, si sustituimos f 
en la integral por su valor en la superficie de Fermi, 


1 2 dt’ 1 ôN 
ón' dt = + do' A = e 
IEK r z o'f an ne ba 


Sustituyendo esta expresión en (2.14) y haciendo 0ep/0p» = ppm*, se obtiene 


du F mer | 
PTY" (2.15) 


f Cuando T = 0 también S = 0 y entonces no es necesario distinguir entre compresibilidad isoterma 
y adiabática. Se define la magnitud u mediante la expresión usual para la velocidad del sonido en el li- 
quido. Sin embargo, debe recordarse que a T = O el sonido ordinario no puede realmente propagarse 
en un líquido de Fermi; ver al principio de $ 4. 
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Finalmente, sustituyendo 1/m* de (2.11) y utilizando una vez más (1.1), resulta 
PE A PEN f(9) (1—cos 9) do”. (2.16) 
3 2h 


Con f(9) tomada de (2.7) y utilizando (2.12) podemos poner esta expresión en la 
forma 


n=- ZE, [1 +F(0). (217) 


La función f debe satisfacer ciertas condiciones que son el resultado del requi- 
sito de estabilidad del estado fundamental del líquido. Este estado corresponde a la 
ocupación de todos los estados de cuasipartículas que hay dentro de la esfera de 
Fermi y su energía debe ser un mínimo respecto a cualquier pequeña deformación 
de la esfera. No daremos todos los cálculos detalladamente, sino únicamente los 
resultados finales,f que pueden expresarse de modo conveniente mediante el desarro- 
llo de las funciones F(0) y G(0) definidas en (2.4) en serie de polinomios de Legendre: 


F(9) = Y Ql+1) F¡Pi(cos 9), G(0) = Y (21+ 1) G¡Pi(cos 9); (2.18) 
l l 


con esta definición, los coeficientes F, y G, son los valores medios de los productos 
FP, y GP,. Entonces las condiciones de estabilidad son las desigualdades 


F;+1 >0, (2.19) 
G¡+1 > 0. (2.20) 


Una comparación de (2.19) para / = 1 con la expresión (2.12) de la masa efectiva 
muestra que esta última es positiva. La condición (2.19) para I = 0 asegura que 
(2.17) es positiva. + 


$3. Susceptibilidad magnética de un líquido de Fermi 


Una cuasipartícula con spin no nulo tiene en general también un momento mag- 
nético. En el caso de spin 3, el operador de este momento es fo (la componente z 
del momento magnético es + £). La constante 2$/h que da el cociente entre el mo- 
mento magnético de la cuasipartícula y su momento angular 44 es igual a la cons- 


t Ver I. Ya. Pomeranchuk, Soviet Physis JETP, 8, 361, 1959. 
1 En el caso /= 1, tenemos también la desigualdad F, > G, como ha demostrado A. J. Leggett, 
Annals of Physics 46, 76, 1968. 
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tante correspondiente para las partículas reales; evidentemente el valor de este co- 
ciente resulta invariable cualquiera que sea el modo de adicionar spines de partícula 
al spin de la cuasipartícula. 

La existencia del momento magnético de la cuasipartícula conduce a su vez 
al paramagnetismo del líquido. La susceptibilidad magnética correspondiente puede 
calcularse del modo siguiente. 

En el caso de una cuasipartícula «libre», el operador de su energía adicional 
cuando está en el interior del campo magnético H será—ßo:H. Sin embargo, en un 
líquido de Fermi, debemos tener en cuenta que la interacción entre las cuasipartículas 
hace que varíe la energía de cada una de ellas, puesto que la función de distribución 
resulta alterada en presencia del campo magnético. Por consiguiente, al calcular 
la susceptibilidad magnética debemos escribir el operador de variación de la energía 
de la cuasipartícula como 


de =—Po.H+tr | for dr. (3.1) 


La variación de la función de distribución viene dada en función de de por ón = 
= (0n/0se)0e;t así pues, tenemos 


ds(p) = —Bo.H+tr' f F(p, p’) (dn'/de”) S¿(p”) dr". (3.2) 


Sólo necesitamos la solución de esta ecuación en la superficie de la esfera de 
Fermi y la buscaremos en la forma 


ôê = —Lfgo.H, (3.3) 
siendo g una constante. En el caso de una función escalón n(p') = 0(p”), tenemos 
dn' [de = Se er), 


de modo que la integración sobre dp' = de'/v, se reduce a tomar el valor del inte- 
grando en la superficie de Fermi. Sustituyendo f a partir de (2.4) y observando 
que las matrices de Pauli satisfacen 


tro=0, tr(a.a)o' = 30 tr' 9.0 = 26, 


se tiene 


g = 2-g6(0), 


+ Al calcular el incremento dependiente del tiempo ôn, podemos despreciar la variación del potencial 
químico. La variación de la magnitud macroscópica ų en un líquido isótropo sólo puede ser cuadrática 
con el campo H (que se supone que es pequeño al calcular la susceptibilidad) mientras que de es del pri- 
mer orden en el campo. Como la susceptibilidad magnética del líquido es pequeña, no necesitamos dis- 
tinguir entre el campo y la inducción en él. 
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o bien 
g = 2/[1+G(9)), (3.4) 


en donde de nuevo designamos con la barra un promedio respecto a las direcciones 
como en (2.12). 

La susceptibilidad y se determina a partir de la expresión que nos da el momento 
magnético por unidad de volumen del líquido: 


yH = Btr fa ôñ dr = ftr f cdt(On/0e) de 
o, después de integrar con la función escalón n(p), 


+ 
4H = -pia oôê( pr). 


Finalmente sustituyendo (3.3) y (3.4) y observando que tr (o: H)o = 2H, se encuentra 


prm" _ 3yB* 
EE +G) Ga 


en donde y es el coeficiente de la ley lineal del calor especifico (1.15). La expresión 
x = 3yp?[1* nos da la susceptibilidad de un gas de Fermi degenerado de partículas 
con momento magnético $; ver Parte 1, (59.5). El factor 1/(1 + G) representa la 
diferencia entre un líquido de Fermi y un gas de Fermi.t 

La condición de estabilidad (2.20) con ! = 0 es la misma que la condición y > 0. 


$4. Sonido cero 

Los estados de no equilibrio de un líquido de Fermi se describen mediante fun- 
ciones de distribución de cuasipartículas que dependen no sólo de los momentos, 
sino también de las coordenadas y del tiempo. Estas funciones A(p, r, t) satisfacen 
una ecuación de transporte 


dñldt = I(a), (4.1) 


en donde /(n) es la integral de colisión que da la variación del número de cuasi- 
partículas en un elemento dado del volumen de fases debida a las colisiones entre 
ellas. + 


+ En el caso del He?, G = — 2/3. 


1 Esta sección presupone que el lector está familiarizado con la ecuación de transporte y en este as- 
pecto se sale del objetivo del libro. Sin embargo, la teoría de los líquidos de Fermi resultaría incomple- 
tamente formulada sin la ecuación de transporte (y su apliación en 55 4 y 5). Sólo necesitaremos la ecua- 
ción sin la integral de colisión; los problemas en que interviene la forma específica de esta integral se 
estudiarán en otro volumen que trata de cinética física. 
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La derivada total respecto al tiempo en (4.1) incluye tanto la dependencia ex- 
plícita de ñ con t como la dependencia implícita debida a la variación de las coor- 
denadas, impulso y variables de spin de las cuasipartículas de acuerdo con sus ecua- 
ciones del movimiento. La característica distintiva del líquido de Fermi puesto que 
la energía de la cuasipartícula es una funcional de la función de distribución, en un 
líquido inhomogéneo, es que tanto e como A dependen de las coordenadas. 

En el caso de distribuciones n que difieren sólo ligeramente de la distribución 
de equilibrio nọ, escribiremos 


(Pp, r, t) = no(p)+Óñ(p, r, t). (4.2) 


La energía de la cuasipartícula es entonces ê= e, + 08, siendo e, la energía corres- 
pondiente a la distribución de equilibrio mientras que de viene dada por (2.1), de ' 
modo que 


E = == tr f FP) a dr. (4.3) 
Si no existe ningún campo magnético externo, e, y ną son independientes del spin. 
La dependencia temporal explícita de ñ da un término en dñ/dt 
oñ/0t = 00ñ/0t. 
La dependencia de las coordenadas y el impulso da los términos 


ôn EE On 2 

a ap P 
La energía € de la cuasipartícula juega el papel del hamiltoniano. A partir de las 
ecuaciones de Hamilton, 


f = 08/0p, p= —08/0r. 
Así tenemos, hasta los términos de primer orden en ón, 


00h Oco Ono 00€ 
Or" õp 0p' Or” 


Finalmente, la variación respecto al tiempo de la función A considerada como un 
operador respecto a las variables de spin viene dada, de acuerdo con las reglas 
generales de la mecánica cuántica, por el conmutador 


(ilh) [ê, al. (4.4) 
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Sin embargo, cuando ny y e, son independientes del spin, no existen en este con- 
mutador términos de primer orden en ón. 
Reuniendo los diversos términos, obtenemos la ecuación 


00ñ Oco OÁ 00€ Ono E 


Antes de pasar a aplicar la ecuación de transporte, estudiemos las condiciones 
para que resulte válida. Al utilizar las ecuaciones clásicas respecto a las coordenadas 
y el impulso, hemos admitido que el movimiento de las cuasipartículas es cuasi- 
clásico; la misma hipótesis subyace ya de modo esencial en la descripción del líquido 
mediante una función de distribución que depende a la vez de las coordenadas y de 
los impulsos de las cuasipartículas. La condición para que se tenga el movimiento 
cuasiclásico es que la longitud de onda de Broglie Ā/pp de la cuasipartícula sea 
pequeña en comparación con la longitud característica L sobre la cual varía n de 
modo considerable. Si se utiliza en lugar de L el «número de ondas» de la inhomo- 
geneidad, k ~ 1/L, podemos escribir esta condición comot 


hk < pr. (4.6) 


La frecuencia «w de la variación de la función de distribución que se establece para 
un k dado es del orden de vpk y automáticamente satisface la condición 


hw < ef. (4.7) 


Puede existir cualquier relación entre hw y la temperatura T. Si hw > T, la anchura 
de la zona de transición de la función de distribución es hw; entonces (4.7) es la 
condición necesaria para que sea válida toda la teoría, asegurando que la incerti- 
dumbre cuántica de la energía de la cuasipartícula (debida a sus colisiones) es pe- 
queña en comparación con ho. 

Apliquemos ahora la ecuación de transporte para estudiar el movimiento de 
vibración en un líquido de Fermi. 

A temperaturas bajas (pero no cero), se producen colisiones entre las cuasi- 
partículas de un líquido de Fermi y el tiempo libre medio es r « T=. La naturaleza 
de las ondas que se propagan en el líquido depende esencialmente del valor de wr. 

Cuando wrt < 1 (que es efectivamente la condición para que el recorrido libre 
medio de las cuasipartículas / sea pequeño en comparación con la longitud de onda 2), 
las colisiones son capaces de llevar al equilibrio termodinámico en cada elemento 
de volumen del líquido (pequeño en comparación con 4). Esto significa que tenemos 
ondas sonoras hidrodinámicas ordinarias propagándose con velocidad u = y/0P/]0p. 


t De acuerdo con la definición (1.1), A/pp es del orden de las distancias interatómicas, de modo que 
la condición (4.6) es muy débil. 
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La absorción de las ondas sonoras es pequeña cuando œt < 1, pero aumenta con 
wT, y para wt ~ 1 resulta muy intensa, de modo que se hace imposible su pro- 
pagación.t 

Cuando wrt aumenta aún más, hasta ser w t > 1, resulta de nuevo posible la propa- 
gación de las ondas sonoras en el líquido de Fermi, pero ahora las ondas tienen un 
carácter físico diferente. En estas vibraciones, carecen de importancia las colisiones 
de las cuasipartículas y no se establece el equilibrio termodinámico en cada elemento 
de volumen. Puede considerarse que el proceso ocurre como si se produjese en el 
cero absoluto de temperatura. Estas ondas se denominan sonido cero. 

De acuerdo con el análisis anterior, puede omitirse la integral de colisión en la 
ecuación de transporte cuando «wr > 1; entonces 


Dan o 00%: cQlio. OOE = 0, (4.8) 
Ot Or Op Or 
en donde v = 0e/0p es la velocidad de la cuasipartícula calculada a partir de la 
energía sin perturbar e (v = vpn, en donde n es un vector unitario en la dirección 
de p); en esta ecuación y en lo sucesivo se omite el subíndice 0. 

Cuando T = 0, la función de distribución de equilibrio ny es una función esca- 
lón 0(p) que corta en el impulso límite p = pr. Su derivada es 


Ono/0p = —nó(p—pr) = —vÓ(e— er). 


Suponiendo que la dependencia con el tiempo y las coordenadas de ôn en la 
onda viene dada por el factor exp ¡(k-r — wt), buscaremos una solución de la ecua- 
ción de transporte en la forma 


ñ = Ò(e— ep) P(n) elr—on , (4.9) 


Entonces (4.8) con ¿2ó:/9r dada en (4.3), se transforma en 


(o— vfn.k) +(n) = n.k En tr’ | f(n, n)5(a”) do, (4.10) 


en donde n y n' son vectores unitarios en las direcciones p y p' y la integración se 
realiza sobre las direcciones de n’. 

Consideremos vibraciones (sonido cero) que no afecten a las propiedades de 
spin del líquido. Esto significa que tanto la distribución de equilibrio como su «per- 


t Cuando wt < 1, el coeficiente de absorción del sonido y ~ w*y/pu* siendo y la viscosidad del 
líquido. En órdenes de magnitud, u —Up, 7/0 —Up/l —vfT, siendo Up la velocidad de la cuasipartícula 
(independiente de la temperatura), de modo que y œ T-? (I. Ya. Pomeranchuk 1950). Entonces yu/w ~ 
~ot O MT, 
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turbación» ôn son independientes de las variables de spin. En una onda de este 
tipo la variación de la función de distribución durante la vibración equivale a una 
deformación de la superficie límite de Fermi (que es una esfera en la distribución 
sin perturbar) y que sigue siendo un límite nítido entre los estados de las cuasiparticu- 
las ocupados y sin ocupar. La función v(n) es el desplazamiento (en unidades de 
energía) de esta superficie en una dirección n dada. 

Como v(n”) es independiente de las variables de spin, la operación tr’ en (4.10) 
se aplica sólo a f. Escribiendo f en la forma (2.4) tenemos tr'f = (27?h3]ppm*)F(0). 
Así pues, el operador a deja de aparecer en esta ecuación, que se convierte ahora en 


(w—k.v) (n) = k.v | F(9) v(m’) do'/4x.. (4.11) 


Tomemos la dirección de k como el eje polar y definamos la dirección de n por 
los ángulos 0 y f. Introduciendo la velocidad de propagación de la onda u = w/k 
y la notación s = u/Vr, podemos escribir la ecuación en la forma final 


(s—cos 0) (0, $) = cos 8 | F(®) v(0”, $”) do'/4x.. (4.12) 


Esta ecuación integral determina en principio la velocidad de propagación de 
la onda y la función v(n”) de las ondas. Puede verse también que en el caso de vibra- 
ciones no amortiguadas (las únicas que estamos considerando aquí), s debe ser mayor 
que la unidad, es decir 


uo > Up. (4.13) 


Puede comprenderse el origen de esta desigualdad si volvemos a escribir (4.12) como 


5(0, $) = cos 0 f ro) 469) de 


s—cos O” 47 ” 


en donde se ha reemplazado v por otra función desconocida Y = (s — cos 0)v. 
Cuando s = w/kvp < 1, el integrando tiene un polo en cos 0' =s y con objete 
de hacer que esta integral tenga significado debe evitarse este polo en el plano de la 
variable compleja cos 0” mediante alguna regla definida. Esta regla adiciona una 
parte imaginaria a la integral; por consiguiente, la frecuencia œw adquiere también 
una parte imaginaria (para un valor real dado de k) y la onda está amortiguada. El 
significado físico de la ecuación cos 0 = uvr, correspondiente al polo, es que esta 
condición es la necesaria para que las cuasipartículas emitan ondas de Cherenkov 
de sonido cero.tf 

1 Este fenómeno se denomina amortiguamiento de Landau; se estudiará detalladamente en conexión 
con las oscilaciones del plasma, en el último volumen del curso. La regla para evitar el polo en la inte- 


` gral viene dada por la sustitución de w por œ + i0 (es decir, s —> s + i0); esto significa que la pertur- 
bación se hace finita en todos los instantes anteriores (incluyendo t > — 00). 
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Como ejemplo, consideremos el caso en el que F(9) es una constante F,. La 
integral del segundo miembro de (4.12) es entonces independiente de los ángulos 0 
y $ y, por consiguiente, la función requerida v es 


v = constante a, (4.14) 
s—cos 9 
La superficie de Fermi resulta así una superficie de revolución alargada hacia la 
propia dirección de la propagación de la onda y aplastada en la dirección opuesta. 
Esta anisotropía es una consecuencia del estado de no equilibrio del líquido en cada 
uno de sus elementos de volumen: en el equilibrio todas las propiedades del líquido 
deben ser isótropas y, por tanto, la superficie de Fermi debe ser esférica. Para com- 
paración conviene mencionar que una onda sonora ordinaria corresponde a una 
superficie esférica de Fermi con radio oscilante (el impulso límite pp varía con la 
densidad del líquido) que se desplaza como un todo en una cantidad que depende 
de la velocidad del líquido en la onda; la función correspondiente v es v = ôppt 
constante x cos Ó. 
Para hallar la velocidad de propagación de la onda de sonido cero ug, susti- 
tuyamos (4.14) en (4.12): 


n 


F cosg 2xsen0do _ 
0 | s—cos 0 4r B 
0 


l. 


Al integrar se obtiene una ecuación que implícitamente determina uy para un valor 
dado de F.: 
1 s+1 


E 2221 =1/Fo. 4.15 
7 s log | 1 [Fo (4.15) 


La función del primer miembro desciende desde el infinito hasta cero cuando s 
varía desde 1 hasta oo y es siempre positiva. De aquí se deduce que las ondas que 
estamos considerando sólo pueden existir cuando F, > 0. Debe resaltarse que la 
posibilidad de propagación del sonido cero depende de las propiedades de la inter- 
acción de las cuasipartículas en el líquido de Fermi. 


Cuando F, > 0, (4.15) muestra que s tiende hacia la unidad: 


s-1= Gel, (4.16) 


Este caso tiene una mayor significación general que (4.15) (en el que se supone que 
F es una constante == Fo): corresponde al sonido cero en un gas de Fermi casi ideal 
para una función cualquiera F(0). Un gas casi ideal tiene una función F(0) cuyo 
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valor es pequeño. Se ve a partir de (4.12) que entonces s resulta próxima a 1 y v 
es apreciablemente diferente de cero sólo para ángulos 0 pequeños. De aquí que, al 
considerar sólo el intervalo de ángulos pequeños, podemos sustituir F(0) en el se- 
gundo miembro de (4.12) por su valor cuando 0 = 0 (que corresponde a 0 = 0' = 0). 
Volvamos luego a (4.14) y (4.16) sustituyendo la constante F, por F(0).f En un 
gas ligeramente no ideal, la velocidad del sonido cero supera a la del sonido ordina- 
rio en un factor }/ 3: para el primero uy % vp y para el último (2.17) da (despre- 
ciando F y haciendo m = m*) u? x pp2/3m*? = vp?/3. 

En el caso general de una función F(0) arbitraria, la solución de (4.12) no es 
única. En principio, la ecuación permite la existencia de diversos tipos de sonido 
cero que difieren en la dependencia que con los ángulos tiene la amplitud v(0, œ) 
y que se propagan con diversas velocidades. Del mismo modo que las soluciones 
axialmente simétricas v(0), pueden existir también soluciones asimétricas en las que v 
contiene factores azimutales e*”* siendo m un número entero (ver problema). 
Para todas estas soluciones la integral f y do = 0, es decir, el volumen dentro de la 
esfera de Fermi es fijo. Esto significa que las vibraciones no alteran la densidad del 
líquido. 

La posibilidad de la propagación de ondas en un líquido de Fermi en el cero 
absoluto implica que su espectro de energía puede contener una rama correspon- 
diente a excitaciones elementales con impulso p = Ák y energía £ = w = up, que 
son «cuantos de sonido cero». El hecho de que el sonido cero (para cualquier valor 
de k) pueda tener una intensidad arbitraria (pequeña) significa, en función de las 
excitaciones elementales, que éstas pueden ocupar sus estados cuánticos en número 
cualquiera; es decir, obedecen a la estadística de Bose y forman lo que se denomina 
la rama de Bose del espectro del líquido de Fermi. Sin embargo, debe llamarse la 
atención sobre el hecho de que en la teoría de Landau sería impropio aplicar las 
correcciones correspondientes a esta rama a las magnitudes termodinámicas del 
líquido de Fermi, puesto que éstas contienen potencias de la temperatura (T? en el 
calor específico) superiores incluso a las primeras correcciones a la teoría aproximada 
dada anteriormente. 

El problema de la absorción del sonido cero exige la consideración de las colisio- 
nes de las cuasipartículas y está fuera del objetivo de este libro. 


PROBLEMA 


Hallar la velocidad de propagación de ondas asimétricas de sonido cero cuando 


F= R + F, cos60. 
SOLUCIÓN. Cuando 
F = F, + F, + F;, [cos 9 cos 0 + sen 8 sen Y cos(0' — ¢)], 


t Las vibraciones correspondientes al sonido cero en un gas de Fermi ligeramente no ideal fueron 
estudiadas en primer lugar por Yu. L. Klimontovich y V. P. Silin (1952). 
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pueden existir con v oc e*'% haciendo v = fOe”, sustituyendo en (4.12) e integrando respecto 
a f', obtemos 


(s — cos 0)f = +F, cos 6 sen of sen? 91(0)d6 . 
0 
De aquí que 


sen 9 cos Oo 


y = constante x 
s—cos 0 


Sustituyendo esta expresión de nuevo en la ecuación, se tiene 


n 


f sen? 9 cos 0 


d9 = 4/F,, 
s—cos O 


0 


que da la dependencia de la velocidad de propagación con F. La integral del segundo miembro es 
una función monótonamente decreciente con s. Por lo tanto, se da su máximo valor cuando s = 1. 
Calculando la integral para s = 1, encontramos que puede propagarse una onda asimétrica del 
tipo considerado si F,> 6.1 


$5. Ondas de spin en un líquido de Fermi 


Igual que las soluciones independientes del. spin v(n) consideradas en $ 4, la 
expresión (4.10) tiene soluciones de la forma 


ĵ = 6.4(n), (5.1) 


y en ellas, la variación de la función de distribución de las cuasipartículas depende 
de la componente del spin. Estas ondas pueden llamarse ondas de spin. 

Sustituyendo (5.1) en (4.10), tomando de nuevo f en la forma (2.4), y obser- 
vando que tr'a'(s:0”) = 26, obtenemos (después de eliminar ©) 


(s—cos 9) (0, p) = cos 0 | G) p.(0”, $”) do"/4x.. (5.2) 


Así pues, para cada componente del vector u, obtenemos una ecuación que difiere 
de (4.12) sólo en que se ha sustituido F por G. De aquí que también sean aplica- 
bles los cálculos subsiguientes dados en § 4 a las ondas de spin.t 


+ En el caso del He* líquido, pueden calcularse F, y F, a partir de los valores conocidos de m* y u? 
mediante (2.12) y (2.17): F, = 10,8, F, = 6,3 (a presión cero). 


1 En el He? líquido, G, = G(0) < 0; ver la segunda nota a pie de página a $ 3. Por tanto, dichas on- 
das no pueden propagarse en él. 
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En un líquido de Fermi pueden propagarse ondas de spin de otra clase cuando 
se encuentra presente un campo magnético (V. P. Silin 1958). Aquí únicamente 
consideraremos vibraciones con k = 0 en las que df es independiente de las coor- 
denadas. 

Cuando está presente un campo magnético H, incluso la energía de la cuasipar- 
tícula y la función de distribución «sin perturbar» por las vibraciones son depen- 
dientes del spin. Estas dependencias están interrelacionadas y vienen dadas por 
(ver $ 3) 


ĉo = e(p)—B10.H, 81 = 8/0+6), (5.3) 
ño = no(p)— (dno/de) f10.H 
= no(p)+ ô(e— er) 610 -H, (5.4) 


en donde £(p) es la energía en ausencia del campo; el subíndice O indica una vez 
más que estas expresiones se relacionan con el líquido en equilibrio. 

Busquemos de nuevo la parte variable pequeña de la función de distribución 
en la onda de la forma 


óñ = ô(e— ep) 6. (m)e io, 


La variación correspondiente de la energía de la cuasipartícula es 
do" _. 
LB — , —iot 
Óf = a. | (09600 A 


En la ecuación de transporte debemos ahora tener en cuenta el término (4.4) 
que contiene el conmutador [£, A]; en el caso de distribuciones independientes de 
las coordenadas se transforma en 


falai 
Ot 
Hasta los términos lineales en ĝñ tenemos 


+ ls, â] = 0. (5.5) 


[é, 4] = —Bfr[o.H, ôA]+81ô(e— er) [0€, 0.H]. 
Los conmutadores vienen dados por la fórmula 
[c.a, o.b] = 2i6.a xb, 


en donde a y b son vectores; ver MC (55.10). La ecuación de transporte se reduce 
así a 


icop(n) = (281/4) H xẹ(n), (5.6) 
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en donde 
p(n) = p(n)+ f p(n’) GC) do'/4x. (5.7) 


En el caso general, la solución de (5.6) puede desarrollarse como una serie de 
armónicos esféricos Y,„(0, $) teniendo el eje polar la dirección de H. Cada término 
del desarrollo representa un tipo particular de vibración con su frecuencia wm- 

La primera frecuencia wọ corresponde a vibraciones con y = constante; enton- 
ces p = u(1 + G) y (5.6) se reduce a 


iwo = CBIAA xp; 


las vibraciones son transversales al campo (u | H). Escribiendo la ecuación en sus 
componentes en el plano perpendicular a H y calculando el determinante se halla 
la frecuencia 


woo = 28H/%. (5.8) 


En esta expresión $ es el momento magnético de una partícula (real) en el líquido. 
Así pues, Wo) es independiente de las propiedades específicas del líquido. Sin em- 
bargo, los valores de todas las demás frecuencias œm dependen de la forma especí- 
fica de la función G(0). 


$6. Gas de Fermi casi ideal degenerado con repulsión entre las partículas 


El problema de las propiedades termodinámicas de un gas degenerado «casi 
ideal» no tiene ningún significado físico directo, puesto que los gases que realmente 
existen en la naturaleza condensan a temperaturas próximas al cero absoluto. No 
obstante, en vista del considerable interés metodológico de este problema, tiene gran 
interés su estudio para un modelo hipotético de gas cuyas partículas interaccionan 
de tal modo que el gas no puede condensar. 

La condición para que el gas sea casi ideal es que el alcance rọ de las fuerzas 
moleculares sea pequeño en comparación con la distancia media 1 —(V/N)%B 
existente entre las partículas. Igual que la condición rọ < l, la desigualdad 


pro/f < 1 (6.1) 


es válida para los impulsos p de las partículas: en un gas degenerado de Fermi, el 

impulso límite pp se estima a partir de (1.1), lo que da p»/h ~(NIV}P < 1/r4. 
Consideraremos aquí sólo una interacción por parejas de partículas y admiti- 

remos por sencillez que la interacción U(r) es independiente de los spines de las 
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partículas. Nuestro objetivo consiste en calcular los términos principales de los 
desarrollos de las magnitudes termodinámicas en potencias del cociente rọ/l me- 
diante la teoría cuántica de las perturbaciones. La dificultad del método consiste 
en que, debido al rápido aumento de la energía de interacción a distancias pequeñas 
entre partículas, de hecho la teoría de perturbaciones (la «aproximación de Born») 
no es aplicable a las colisiones entre partículas. Sin embargo, esta dificultad puede 
soslayarse del modo siguiente. 

En el caso límite de colisiones «lentas» (como, por ejemplo, cuando es válida 
la condición (6.1)), la amplitud de scattering mutua de partículas con masa m tiende 
a un límite constante -a, que en la aproximación de Born [ver MC, (126.13)] es 


—a = —mUo/ánt?, Uo = fU(r) dx; (6.2) 


este límite corresponde al estado s del par de particulas (con spin 4). La constante a 
se denomina longitud de scattering.t Como esta longitud es la que especifica com- 
pletamente las propiedades de las colisiones, debe determinar también las propie- 
dades termodinámicas del gas. 

Esto conduce a la posibilidad de aplicar un procedimiento conocido como re- 
normalización. Sustituyamos formalmente la energía verdadera U(r) por una fun- 
ción diferente que tenga el mismo valor de a pero de tal modo que sea posible uti- 
lizar la teoría de perturbaciones. Siempre y cuando (es decir, en una aproximación 
conveniente) el resultado final de los cálculos contenga a U sólo en la amplitud de 
scattering, éste coincidirá con el resultado que se obtendrá mediante la interacción 
real. 

El alcance de la interacción real es en general del mismo orden de magnitud 
que la longitud de scattering a. En el caso del campo ficticio U(r) que sirve un ob- 
jetivo auxiliar, la condición para que sea válida la aproximación de Born es a < ro. 
Como es natural, en esta teoría el parámetro real pequeño de la teoría es apy/h. 

Necesitaremos la relación entre U, y a no sólo en la primera aproximación (6.2), 
sino también en la segunda aproximación de Born. Para vereste punto recordemos 
que, si la probabilidad de transición del sistema sometido a la acción de una pertur- 
bación constante Y viene dada en primera aproximación por elelemento de matriz 
Vo, entonces en segunda aproximación Voo se sustituye por 


Vonn 
Voo +57 Pr ; 
n 0— En 


en donde la suma se extiende a los estados (con n # 0) del sistema sin perturbar 
(ver MC, § 43). En el caso presente tenemos un sistema de dos partículas en colisión 


f La expresión (6.2) no tiene en cuenta la identidad cuántica de las partículas. En el límite de colisio- 
nes lentas de partículas idénticas con spin 4, sólo se produce la dispersión o scattering en el caso de spines 
antiparalelos y la sección eficaz diferencial para la dispersión dentro del ángulo sólido do (en el sistema 
de centro de masas) es do = 4a*do; se obtiene la sección eficaz total integrando do en una semiesfera 
y vale o = 871a? (ver MC, 8137). 
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y la perturbación en su interacción U(r). Los elementos de la matriz de la pertur- 
bación para aquellas transiciones en las que los impulsos de las partículas p, y P2 
se transforman en p, y p, (con p, + Pz = Pi + Pp) son 


, , 1 , 
(P1%1, Po%a| U | pro, Para) = y f U(r) eT dx, (6.3) 


en donde p = p; — Pa = — (Pi — P1); puesto que la interacción es independiente 
del spin, los componentes a, y a, del spin de la partícula resultan inalterados por 
la colisión. Juega el papel de Vo el elemento de matriz U,/V correspondiente a los 
impulsos cero. Así pues, al pasar de la primera aproximación a la segunda debemos 
sustituir Ug por 


1 p?4 pè- py? pa —1 N 
Ui pita PL PA Ue” irh d3x |2; 
ye 4 2 | 2m | f | 
1 
donde la suma se realiza para p, y p, dados, para todo P; % P,, P2. Como en nuestro 
caso se suponen pequeños los impulsos de las partículas, en todos los términos de 
importancia en la suma debemos reemplazar los elementos de matriz por sus valores 
a p = 0. Entonces se tiene la expresión siguiente para la longitud de scattering:* 


m 


U? 2m 
= a EEES AEREN 6.4) 
“> inh [Uo+ V DA o 


De aquí que se tenga con la misma exactitud, 


_ 4nka | i— 4rh?a 2m | (6.5) 


v= te A 


La divergencia que resulta en la suma que aparece en la expresión (6.4) para p; 
y p, grandes se debe a la sustitución de todos los elementos de matriz por constantes 
y carece de importancia, puesto que cuando posteriormente se utilice esta fórmula 
para calcular la energía del sistema se seguirá obteniendo una expresión conver- 
gente, en la que carecen de significado los impulsos de valor grande. Consideraremos 
a a como la longitud de scattering de las partículas lentas, que es independiente 
de su energía. A primera vista parece que la fórmula (6.4) depende de los impulsos 
p, y p, pero de hecho esta dependencia está restringida a la parte imaginaria de la 
amplitud de scattering [que existe cuando se define de modo apropiado el método 


ł En todas las fórmulas intermedias escribimos las sumas respecto a valores discretos de los impul- 
sos de las partículas con las partículas contenidas en un volumen finito V; en el cálculo final se sustituye 
la suma como es usual por la integración respecto a Vd*p(Qxh)?. 
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de suma; cf. MC, (130.9)], que no es necesario considerar puesto que sabemos 
que el resultado final será real. Este tema se resume en $ 21. 

En la sección actual, consideraremos el modelo de un gas de Fermi con una inter- 
acción repulsiva entre las partículas; para dicho tipo de interacción, a >-0. En este 
caso, el gas tiene un espectro de energía del tipo de Fermi descrito en §§ 1 y 2. 

El hamiltoniano de un sistema de partículas (con spin 4) que tenga una interac- 
ción por pares o parejas es, según el método de la segunda cuantización, 


a 1 , , A A A K . 6 
A = 2 E Az t5 Y, (P1%1) P2%2 | U | Pi&i P2%2) Âh a EQU IO AQ (6.6) 


pa pa 


ver MC, $ 64. En esta expresión âj, y âpa son los operadores de creación y aniquila- 
ción para una partícula con impulso p y componente de spin a (= + 3). El primer 
término de (6.6) corresponde a la energía cinética de las partículas y el segundo 
a su energía potencial; en este último la suma debe extenderse a todos los valores 
de los impulsos y de los componentes de spin, sometidos a la conservación del im- 
pulso en las colisiones. 

De acuerdo con la hipótesis de que los impulsos de las partículas son pequeños, 
sustituiremos de nuevo los elementos de matriz de (6.6) por sus valores para impul- 
sos cero: <04,,, 0%,2 | U| 0,1, 02 = Up/V. A continuación debe observarse que, 
puesto que los operadores áf., y âa, anticonmutan en la estadística de Fermi, 
su producto es antisimétrico frente el intercambio de subíndices; lo mismo se aplica 
a los productos dada, En consecuencia, se anulan todos los términos de la segun- 
da suma en (6.6) que contengan pares de subíndices iguales ai», Az (físicamente, esto 
es debido al hecho ya mencionado de que, en el límite de colisiones lentas, sólo 
pueden dispersarse aquellas partículas que tengan spines Opuestos). 

El hamiltoniano del sistema se reduce así a 


rY A U AIL AILA A y 
H = y p dba + T7 y â tâ, â, 4,4, (6.7) 


p, «a Pi» P2» Pi 


en donde 4,, = Ap,, AL, = Âp, etc., y donde se han sustituido los valores + 4 
y — 4 por los subíndices + y —, regla que se seguirá en adelante. 

Los valores propios de este hamiltoniano se calculan mediante la teoría de per- 
turbaciones ordinarias; el segundo término de (6.6) se trata como una pequeña co- 
rrección al primer término. El primer término es diagonal y sus valores propios son 


EO = Y (p*/2M) pa, (6.8) 


pa 
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en donde n,a son los números de ocupación de los estados p, a.t 
La corrección de primer orden viene dada por los elementos de la matriz dia- 
gonal de la energía de interacción: 


U 
EM = Y nyh, (6.9) 


Pi» P2 


en donde nj+ = Mp1, etc. 
Para hallar la corrección de segundo orden, utilicemos la conocida fórmula 
de la teoría de perturbaciones 


Kral 


E® = ÈE 


en donde los sufijos n y m sirven para etiquetar los estados del sistema sin perturbar. 
Un cálculo sencillo (con los elementos conocidos de las matrices de los operadores 
Âpa Y ja) nos da 


U% ni4nz-(1—ni+) (1—n—) 6.10 
D a AFA pe-p m i 


“ 


Pi P2 Pi 


La estructura de esta expresión es muy clara: el cuadrado del elemento de la matriz 
de la transición P,, Po > Pí, p, €s proporcional a los números de ocupación de los 
estados p,, pz y a los números de posiciones no ocupadas en los estados p;, po. 

La integral U, en (6.9) y (6.10) debe expresarse en función de una magnitud 
física real, la amplitud de scattering -a. En los términos de segundo orden, esto puede 
hacerse a partir de (6.2); en los términos de primer orden se necesita utilizar la 
fórmula más exacta (6.5). Después de estas sustituciones, encontramos que la co- 
rrección de primer orden en a es 


EW = + Y nina- (6.11) 


Pi» P2 


y la corrección de segundo orden 


2mg? ni712-[(1—n +) d—n3-)-1] . 
PA AA aa > 
Pis De, PÅ Pit P2 — Pı“ — Pa 


por brevedad, utilizamos en las fórmulas intermedias la «constante de acoplo» de 
las partículas del gast g = 4xh?a/m. Al desarrollar la expresión que aparece en el 


ft Admitiendo que las partículas tienen valores definidos de la componente de spin, admitimos que 
la matriz estadística naplp) se reduce también a la forma diagonal; las funciones na(p) con a = + $ son 
entonces sus elementos diagonales. 

Í Después de la renormalización de la amplitud de dispersión o scattering, esta magnitud deja de ser 
igual a la constante U, en (6.2). 


Líquido normal de Fermi 29 


numerador, se observa que los términos con productos de cuatro n se anulan debido 
a que sus numeradores son simétricos y sus denominadores antisimétricos respecto 
al intercambio de p,, Pz y Pi, P}; y la suma respecto a estas variables es simétrica. 
El resultado final es 


e) 2mg” n1,12 (M7 ++ M3.) (6.12) 
ES = -z reppe i 
Pi Pa, P? PitPpł— Pr —P2 


Esta suma (en la que todos los npa > 0 cuando p —> œ) es convergente. 

A partir de estas fórmulas podemos calcular, en primer lugar, la energía del 
estado fundamental. Para ello, debemos hacer iguales a la unidad a todos los npa 
dentro de la esfera de Fermi (p < pr =A(31N/V)") y cero a los que están en el 
exterior. Aquí debe señalarse que, aunque en el hamiltoniano original los valores 
propios de los productos de operadores á;¿¿4,, dan los números de ocupación de 
los estados de las propias partículas del gas, después de la diagonalización del ha- 
miltoniano mediante la teoría de perturbaciones, estamos ahora tratando con la 
función de distribución de cuasipartículas (designada, como en las secciones ante- 
riores, por Aya). 

Como Èn, = Èn- = 4N, encontramos a partir de (6.11) la corrección de 
primer orden 


ESP = gN?/4V. 


Sustituyamos en (6.12) la suma extendida a los tres impulsos, junto con la condición 
Pı + Pz = Pi + P}, por integración respecto a 
y3 
Crhy (P1 +P2—P1—Pa) d*p d*p2 dèpi dpo, 


de modo que 


2 


Qrhy a par 


realizándose la integración en el intervalo p,, p,, pi < pr. El cálculo de la integral + 
da el resultado final siguiente para la energía del estado fundamental: 


ar 3P? 10 pra 4(11—2 log 2) /pra 6.13) 
an e Mio ar h 2177 r) po LO 


en donde el coeficiente que multiplica al corchete es la energía de un gas ideal de 
Fermi (K. Huang y C. N. Yang 1957). 


N tł En la práctica es más simple proceder en un orden diferente, empezando con el cálculo de la fun- 
ción f (ver más adelante). 
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El potencial químico del gas en el cero absoluto viene dado por la derivada u = 
= (0E¿/0N)y. Expresada en función del impulso límite pp, vale 


_ PF 4 pra  4(11—2 log 2) / pra 6.14 
A a aF (o9 


De acuerdo con las ideas generales de la teoría de Landau, el espectro de osci- 
laciones elementales (p) y la función de interacción de las cuasipartículas fae’ (p, p) 
están determinados por la primera y segunda variaciones de la energía total respecto 
a la función de distribución de las cuasipartículas.j Si se escribe E como una suma 
discreta extendida a p y a a, tenemos por definición 


1 
ôE = z EP) ÓN pa t. 2 ; Fes (P, P') Ó1192 ÓN, (6.15) 

(después de la diferenciación de la energía, Mya ha de sustituirse por la unidad dentro 
de la esfera de Fermi y por cero en el exterior). Sin embargo, no es necesario calcu- 
lar de este modo la masa efectiva m* de las cuasipartículas, puesto que puede hallarse 
de un modo más sencillo, como se verá poco después. 

Para calcular la función f.,(p, p’) (sobre la superficie de Fermi), derivaremos 
dos veces la suma de las expresiones (6.11) y (6.12) y luego pondremos P= P = Pp. 
Después de hacer este cálculo simple y cambiar de suma a integración, se tiene 


a _, “mg? {f òP+P'—pi— p) 
J+- P) = g e 


P+P1—Pp'—P2)+6Ó(p'+p1—p—p>) 
q 2(pł— p3) i | ió 


J++: pP’) = f- AD, p’) 


2mg” f _Öl(P+Ppi—p' —p2)+ô(P'+P1—P— po) 
= s | AAA TIN Bp Bn. 
aar | -p ió 
La integración de estas fórmulas es comparativamente sencilla, debido a la menor 
multiplicidad de las integrales. 
El resultado final se ha de poner en la forma (2.4), que es independiente de la 
selección del eje de cuantización del spin. De esta forma resulta 


2rah? 2 ð 19 
Fer so = al apr a os o] 0,50,0 


xh 2seng9 —1-senig 
2apF f; 1.1 1+sen4 ð 
- [i+ < ( 1 seni 9 log Ian gp) |22} (6.16) 


t En esta sección la matriz fya’ (P, p^) está constituida por los elementos de matriz fay, gò (p, p’) que 
sean diagonales en dos pares de subíndices (a, f y y, ô). 
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en donde £% es el ángulo formado entre los vectores Pp» y Pr (A. A. Abrikosov e 
I. M. Khalatnikov 1957). 

La masa efectiva de las cuasipartículas se encuentra a partir de esta expresión 
mediante integración como en (2.12): 


as apr 6.17 
PE = 14357 (7log 2- a 7 (6.17) 


La fórmula (2.17) da la velocidad del sonido en el gas: 


PF 2 apr _ 8(11—2 log 2) /apr Y” 
2 La J o 
“> 32 [+ Ah 157? ( h ) |. (0:45) 


Por tanto, integrando u%m/N (expresado en función de N/V en lugar de p ») respecto 
a N, encontramos a partir de (2.13) el potencial químico del gas y una integración 
adicional respecto a N nos da la expresión (6.13) para la energía del estado funda- 
mental. 

La fórmula (6.13) representa los primeros términos de un desarrollo de la energía 
del gas en potencias del «parámetro gaseoso» y = ppa/h ~a(N]|V)} P. Mediante 
cálculos semejantes, pero considerablemente más laboriosos, se pueden deducir 
algunos términos más del desarrollo. La razón es que, en el caso de un gas de Fermi, 
las colisiones triples contribuyen a la energía sólo en una aproximación ya de orden 
muy elevado. De las tres partículas que intervienen en la colisión, al menos dos 
tienen los mismos componentes de spin; la función de onda de las coordenadas del 
sistema debe ser entonces antisimétrica respecto a estas dos partículas. Así pues, 
el momento angular o cinético orbital del movimiento relativo de estas partículas 
es por lo menos 1 (estado p). La función de ondas correspondiente contiene una 
potencia extra de p/h en comparación con la función de onda del estado s (ver MC, 
$ 33) y, por consiguiente, la probabilidad de que dicha colisión contenga un factor 
extra p?, está reducida por un factor —(pa/h)? ~n? en comparación con la colisión 
«frontal» de las partículas que no obedecen al principio de Pauli. En consecuencia, 
las colisiones triples contribuyen a la energía sólo en términos que contienen al 
volumen como V-V», En otras palabras, todos los términos del desarrollo de la 
energía hasta los de orden N(p2/m)r? inclusive, es decir, tres más de los indicados 
en (6.13) se expresan únicamente en función de las características de las colisiones 
por pares de partículas. Sin embargo, estas características incluirán no sólo la ampli- 
tud del scattering de la onda s para colisiones lentas, sino también sus derivadas 
respecto a la energía y la amplitud de scattering de la onda p. 


1 La función (6.16) se hace logarítmicamente infinita para 9 = 71. Esto se debe a la aproximación 
realizada. Un análisis más exacto muestra que, aunque Ÿ = 7 es realmente una singularidad de la fun- 
ción, esta última es cero y no infinito; ver la tercera nota de página a $ 54. La falta de validez de (6.16) 
cerca de 9 = 7 carece de importancia en las aplicaciones siguientes en las que intervienen integrales con- 
vergentes en este punto. 


CAPÍTULO II 
FUNCIONES DE GREEN EN UN SISTEMA DE FERMI A T=0 


$7. Funciones de Green en un sistema macroscópico 


El método utilizado en $ 6 resulta laborioso y en la práctica resulta imposible 
de utilizar en los órdenes más elevados de la teoría de perturbaciones. Esta desven- 
taja resulta de la máxima importancia teniendo en cuenta que la interacción entre 
las partículas en los problemas físicos reales no es ciertamente pequeña y, por ello, 
para averiguar las diversas propiedades generales de los sistemas macroscópicos 
hemos de considerar secuencias infinitas de términos en las series de la teoría de 
perturbaciones. Para dominar dichas dificultades podemos utilizar un formalismo 
matemático semejante al que se emplea en la teoría cuántica de campos. 

La forma específica de este método depende esencialmente de la naturaleza 
del sistema macroscópico al que ha de aplicarse. Las secciones siguientes de este 
capítulo tratan del desarrollo del formalismo para un líquido de Fermi en el cero 
absoluto.f El objetivo de esta exposición no es sólo la aplicación práctica del método 
a dicho sistema, sino también mostrar cómo se construye el propio formalismo. 

El punto de partida radica en los operadores de la segunda cuantización y, 
cuyas propiedades se conocen a partir de la mecánica cuántica (ver MC, 88 64, 65). 
Aquí las vamos a necesitar en la representación de Heisenberg, en la cual dependen 
explícitamente del tiempo. Por consiguiente, empezaremos por establecer algunas 
propiedades de los operadores y en dicha representación. 

Consideraremos sistemas con partículas de spin 4. De acuerdo con ello, los ope- 
radores y recibirán un subíndice que indicará el valor del componente del spin 
y que toma los valores + 4; estos subíndices se escribirán como antes mediante letras 
griegas y siempre que aparezca repetido un subíndice se implica la suma respecto al 
mismo. 

Según la regla general (ver MC, $ 13), el operador f (t) de cualquier magnitud 
física en la representación de Heisenberg se expresa en función del operador f in- 
dependiente del tiempo (Schródinger) de la misma magnitud port 


FO = eÊ feción, 
` siendo H el hamiltoniano del sistema. 
t La construcción sistemática de este formalismo se debe a V. M. Galistskil y A. B. Migdal (1958). 
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Sin embargo, será apropiado modificar ligeramente esta definición. La razón 
es que en estadística cuántica es más conveniente considerar los estados del sis- 
tema no para un número específico de partículas N, sino para un potencial químico u 
específico. Entonces Puede definirse el estado fundamental del sistema para T = 0, 
como aquel estado que posee el valor propio más bajo del operador 


A = A-uÑ, (7.1) 


y no de 4, como era el caso en que se especificaba N: la probabilidad de que el 
sistema esté (para un valor especificado de u) en un estado con energía E, y núme- 
ro de partículas N, es 


E, — uNa = ex _E, . 
wo exp( -= t) = p 7)? 


ver Parte 1, (35.1). En esta expresión E, son los valores propios del operador H’. 
Vemos que para T = 0 únicamente persiste el estado con menor valor de E;.t 
Así pues, definiremos los operadores de Heisenberg y por las fórmulas 
De, r) = eiti (r) eifr 


P(t, r) = ett (r) ei, 


(7.2) 


Los operadores y de Heisenberg se designarán mediante la letra mayúscula Y y el 
Operador de Schrödinger y por y. 


Los operadores de Schródinger y obedecen las reglas de conmutación familia- 
res. Sin embargo, los conmutadores de los operadores de Heisenberg tomados a 
tiempos diferentes t y £' no pueden calcularse de una forma general. Cuando t = f’, 


las reglas de conmutación son las mismas que para los operadores de Schrödinger, 
Así pues, a partir de la regla 


PAD C) +P) PT) = 08 Or —r') 
tenemos la regla correspondiente 


Pt, r) Ea (t, r) + Pal, r) Êt, r) 
= eip) PEE) + P T) Pal) e7" 
= 0,pó(r—r'). (7.3) 


ł Con objeto de simplificar las fórmulas, utilizaremos con frecuencia unidades adecuadas en las que 
h = 1 (de modo que el impulso y la energía tengan dimensiones de inversa de la longitud e inversa del 
tiempo, respectivamente). Para pasar de estas unidades a las ordinarias, todos los impulsos p y energías E 
en las fórmulas han de sustituirse por p/4 y E/f. Estas unidades se utilizarán en particular en el capítulo 
presente. 


+ Se utilizará el término «hamiltoniano» tanto para H como para H’. 
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Análogamente 


Pe r) Plt, + Pat r) Y (t, r) = 0, ) 14) 
Dit, r) a(t, r')+ Êt, r”) Y+(t, r) =0. 


Derivando la definición (7.2) respecto al tiempo, se encuentra que el operador 
de Heisenberg y satisface la ecuación 


ani (t, D = AP t, r)— Êt, r) Ê’; (7.5) 


cf. MC, (13.7). 

Las representaciones de Heisenberg y Schrödinger son idénticas para el operador 
de cualquier magnitud que se conserva (es decir, para un operador que conmuta 
con el hamiltoniano). Esto es cierto, en particular, para el propio hamiltoniano 
y para el operador número de partículas, que como es natural también corresponde 
a una magnitud conservada. Las expresiones correspondientes a estos operadores 
en función de los operadores y de Heisenberg y Schrödinger son las mismas. Por 
ejemplo, el operador número de partículas es 


Ñ = faw Par) dx 
= | Plt, r) $al, r) dx. (7.6) 


El hamiltoniano de un sistema de partículas interactivas es 


B"=HBO04+PO04PO0 


A'W = | P(t, r) aÊ, r) dx— uÑ, 


1 
E 
PO = PE r) UVE) Êt, r) dx, 


| (7.7) 
VPO = 5 | Plt, Pr) UDr) Pele, r) Plt, r) dx dx, j 


en donde Æ’ es el hamiltoniano de un sistema de partículas libres; P es el opera- 
dor de su interacción con el campo exterior UM(r); V? es el operador de su interac- 
ción por pares mientras que U(2M(r — r’) corresponde a la energía de interacción 
de dos partículas. Los términos que se omiten representan interacciones triples, etc.; 
cf. MC, (64.25). Por sencillez, se supone que todas la interacciones son independien- 
tes de los spines de las partículas. 

El conmutador de Ê’ y Y, en (7.5), se calcula mediante las reglas (7.3) y (7.4); las 
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funciones delta que aparecen se eliminan por integración. Así se obtiene una «ecua- 
ción de Schrödinger» para Y,(t, r) en la forma 


¡Pe 1) = (+ Aai uo) Plt, r) 
+| Êi r) UM(r—r) Pat, r) ax Palt, r+... (7.8) 


El concepto de función de Green para un sistema macroscópico es fundamental 
en el método que vamos a describir. Esta función se define por f 


Gap X1, X2) = —KTP LX) Pa (X2)). (7.9) 


En dicha expresión y en lo que sigue, X designa para mayor brevedad el tiempo t 
junto con el vector de posición r. El paréntesis angular <...> designa el proceso 
de promediar respecto al estado fundamental del sistema, en lugar de utilizar la 
notación mucho más engorrosa <0|...| 0> para el elemento de la matriz diagonal. 
El símbolo T designa el producto cronológico: los operadores que siguen al mismo 
han de disponerse de derecha a izquierda ordenados según los tiempos crecientes 
Í» to. En el caso de los fermiones, el intercambio de un par de operadores y (en 
comparación con su disposición en la escritura original del producto) debe cambiar 
el signo del producto. Explícitamente, 


PAX) PE (X2)) Para t > ta, | (7.10) 


Gap(Xı, X2) = | KPF) P AXD para ti < ta. 


Existen algunas propiedades evidentes de la función de Green. Si el sistema no 
es ferromagnético y no está dentro de un campo externo, la dependencia de la función 
de Green con el spin se reduce a la matriz unidad: 


Gual Xi, Xə) = 0, pC (Xi, Xə); (7.11) 


cualquier otra dependencia haría distinguir una dirección particular del espacio, 
el eje z de la cuantización del spin. + Puesto que el tiempo es homogéneo, en la fun- 
ción de Green aparecen f, y tą sólo como la diferencia t = t, — tg. Si además el 
sistema es macroscópicamente homogéneo en el espacio, las coordenadas de los dos 
puntos aparecerán sólo en forma de la diferencia r = r} — rz. En otras palabras, 
para este caso se tiene 


Gaal Xi, Xə) = 0.¿G(X), X = Xı— Xo. (7.12) 


f Esta definición es análoga a la de las funciones de Green exactas (propagadores) en electrodiná- 
mica Cuántica (ver TCR, $8 100, 102). 2 

+ Esta afirmación exige alguna aclaración. Los componentes de spin Y, forman un espinor contra- 
variante de rango uno (y en este sentido sería más correcto poner el índice en la parte superior: Yo), 


Los componentes PE forman un espinor covariante. Así pues, Gag es un espinor mezcla de rango dos 
y ag es un espinor unidad de esta clase. 
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Debe resaltarse que homogeneidad microscópica significa que se supone que el 
cuerpo es homogéneo no sólo respecto a su densidad media (macroscópica) sino 
también a la densidad de probabilidad de las diversas posiciones (microscópicas) 
de sus partículas en el espacio. Los líquidos y gases poseen esta propiedad (pero 
los sólidos, no). Su isotropía conduce al resultado de que G(t, r) = G(t, — r). En 
conexión con esto señalemos una vez más que la función G(t, r) no es ciertamente, 
según su definición, una función par de 1. Por esta razón resulta significativo el orden 
de £, y f en la diferencia t£ = f, — fa. 

La matriz de densidad de las coordenadas de una partícula del sistema se de- 
fine como el valor medio 


Oo plT1, r2) == (Bi, r2) $ (t, r1)>. (7.13) 


A partir del conocimiento de esta matriz podemos hallar el valor medio de cualquier 
magnitud correspondiente a una partícula individual. Supongamos que Fis. es un 
operador de «una partícula», es decir un operador de la forma 


Pag = Y fR, (7.14) 


en donde f!3 es un operador que actúa sobre las coordenadas y el spin de una sola 
partícula (la partícula a), extendiéndose la suma a todas las partículas del sistema. 
En el formalismo de la segunda cuantización, dicho operador se escribe (en la repre- 
sentación de Heisenberg) como 


Pego) = [PIC OÍ AA; (7.15) 


cf. MC, (64.23). De aquí resulta evidente que el valor medio de F puede expresarse 
en función de la matriz de densidad en la forma 


(F) =M£)= | UK opf ra)lemr, Exa, (7.16) 


en donde f} es un operador que actúa sobre las coordenadas r, (podemos r, = r, 
después de aplicar este operador, pero antes de integrar). 

De acuerdo con (7.10), la matriz de densidad puede expresarse mediante la fun- 
ción de Green: 


i 


N Gaglti, rı; 4+0, r2). (7.17) 


OaplE 1, r2) T 
En esta expresión y de ahora en adelante, el escribir el argumento de la función 
como f, + 0 significa que hay que tomar el límite cuando se tiende a f, desde arriba. 
Esto asegura la disposición correcta de los operadores y, como en el producto (7.13). 


38 Funciones de Green en un sistema de Fermi a T = 0 


En el caso de un sistema microscópicamente homogéneo, la matriz de densidad 
depende únicamente de la diferencia r = r} — r, y, si no existe dependencia respecto 
al spin, pus = „gp Con 


e(t) = 7 G(1=-0, 1); (7.18) 


en esta ecuación hemos sustituido G,s(X,, X>) por G(X, — X) = G(X) de acuerdo 
con (7.12). Con r, = r,, después de tomar la traza respecto a las variables de spin, 
el operador producto presente en (7.13) se transforma en Y¿Y,, el operador de la 
densidad numérica de partículas del sistema. Por tanto, la densidad media del 
cuerpo es 


N/V = 2N0(0) = —2iG(t = —0,r =0), (7.19) 


en donde / tiende a cero desde abajo. Esta ecuación relaciona el potencial químico 
fa T =0 (del cual como parámetro depende G) con la densidad numérica de par- 
tículas N/V. 

El desarrollo de Fourier de la función p(r,, rą) determina la distribución de los 
impulsos de las partículas:t 


N(p) =N f O(r1, r2) e= ptr) d3(x1— x2) 
= —i | [G(t, 1)],--oe7t* dx. (7.20) 


Este es el número de partículas (por unidad de volumen con un valor especi- 
ficado del componente de spin y con impulsos comprendidos dentro del intervalo 
d3p|(27)?. En este caso nos referimos a partículas reales y no a cuasipartículas (que 
todavía no han hecho su aparición en el formalismo que estamos describiendo). 
Se utiliza la notación N(p) para resaltar el contraste con la función de distribución 
de cuasipartículas n(p). 

Normalmente nos interesará la función de Green en la representación de los 
impulsos, definida como la componente del desarrollo de Fourier de G(t, r) respecto 
atyr: 


G(t,r) = f G (o, pelo=-90 do d'p/(2a), (7.21) 
Go, p) = | G (t, r) e i0x-00 dt Px. (7.22) 


La matriz de densidad de una partícula es (ver MC, $ 14) la integral 
oli, r2) == f Der, a) P(r, Qda, 


en donde Y(r, q) es la función de onda del sistema tomado globalmente, designando el vector r la posi- 
ción de una partícula y q el conjunto de coordenadas de todas las demás partículas, con integración res- 
pecto a todas éstas. Los componentes de Fourier de la matriz de densidad son iguales a 


f| f Pe, Der d3x |? dq, 


y esta expresión da su relación con la distribución de los impulsos de las partículas. 


Funciones de Green en un sistema de Fermi a T = 0 39 


La distribución de los impulsos de las partículas se expresa en función de G por 


e d 
N@= -i lim | Glo, pei” 2, (7.23) 
t>-0 21 


—00 


resultado que se encuentra sustituyendo (7.21) en (7.20). Se normaliza así: 


i sip Odp 7.24 


que es la condición (7.19) en la representación de los impulsos. Así pues, automáti- 
camente la distribución N(p) tiene la normalización correcta. 


2 | N) dp/QrY? = NIV. 


El límite en que se toman las integrales (7.23) y (7.24) es equivalente a una regla 
de contorno particular en el plano complejo de la variable w. La presencia del factor 
eot con £< 0 permite que el trayecto de integración (el eje real) sea cerrado por 
una semicircunferencia infinita en el semiplano superior de w, de modo que la integral 
queda determinada por los residuos de G(w, p) en sus polos en dicho semiplano. 


$8. Determinación del espectro de energía a partir de la función de Green 


En el caso de un sistema microscópicamente homogéneo, es sencillo determinar 
la dependencia con el tiempo y las coordenadas de los elementos de matriz del ope- 
rador de Heisenberg y respecto a estados estacionarios que tengan valores definidos 
de la energía y del impulso. 

La dependencia temporal viene dada por el factor exponencial usual: 


(n | Pt, r) | m) = elcent(n | Pr) | MY, (8.1) 


pero, puesto que el operador y de Heisenberg se define mediante el hamiltoniano 
H’, tenemos ; 
Onm = En— Em 


= En — m— MN »— Nm). 


De acuerdo con las propiedades generales de los operadores y, Y disminuye (y Y 
aumenta) en una unidad el número de partículas del sistema. De aquí que N, = 
= Nm — 1 en el elemento de matriz (8.1), de modo que 


Onm = E(N)—Em(N+1)+ p, (8.2) 


en donde los argumentos son los números de partículas en los estados correspon- 
dientes. 
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Para determinar la dependencia con las coordenadas, observemos que, al ser el 
sistema homogéneo, no se pueden alterar los elementos de matriz de sus operadores 
y por la realización de un desplazamiento relativo al sistema a través de una dis- 
tancia arbitraria r. Sin embargo, esto no significa que los elementos de la matriz 
sean independientes de las coordenadas. La razón de esto último es que la diferen- 
cia entre YP,m(r) y el valor y, (0) en un cierto punto especificado r = O se debe a dos 
causas: el desplazamiento a través de r respecto al propio sistema y el movimiento 
del punto de observación a una posición diferente, que hace cambiar también las 
fases de la función de onda. Con objeto de excluir esta última variación, desplazare- 
mos el sistema en — r, es decir, aplicaremos a su función de onda el operador de 
traslación paralela 


T(—r) = eif, 


en donde P es el operador del impulso total del sistema; ver MC, (15.13). Estas 
operaciones hacen volver el punto de observación a su posición original, pero per- 
manece desplazado en r respecto al sistema. La invariancia de los elementos de la 
matriz bajo esta transformación se expresa por 


(n P(O) |m) = (n|exép,(r)e ir? | m). (8.3) 
Si el sistema tiene impulsos definidos P,, y Pm en los estados n y m, resulta 
(n| 9.(0) | m) = e'kan! (n | aE) | MY, 


(n [P(t 1) | m) = ennt kann | PaO) | m), | 
(n (Ptt, 1) 1 m) = (m Bolt, r) m3, 


y por tanto 


(8.4) 


en donde k,,.. = P, — Pn. 
Utilizando estas fórmulas, podemos deducir un desarrollo importante de la fun- 
ción de Green en el espacio de los impulsos, que clarifica su significado físico. 
Debido a la definición «discontinua» de la función G(t, r), al calcular G(o, p) 
debemos separar la integral respecto a f en (7.22) en otras dos, desde — oo hasta 0 
y desde O hasta co. En la segunda (es decir, cuando f = f, — t > 0), desarrollando 
la definición (7.10) por la regla de multiplicación de matrices encontramos 


G(t, r) = $ IGu = — F i Y (0 ÊX) | m) (m| P (X)| 0), 


con la suma extendida a todos los estados cuánticos del sistema. Sustituyendo (8.4) 
y observando que P, = 0 en el estado fundamental, tendremos 


G(t, r) = — 4i Y (0| «(0) | m) P|? elomt+Pn.0, (8.5) 


en donde wom = E(N) — En(N + 1) + u. 
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La integral espacial en (7.22) con G(t, r) tomada de (8.5) determina la función 
delta ó(p — P,,) en cada término de la suma. En la integración respecto a t (> 0), 
y para asegurar la convergencia, debemos sumar a œw una parte imaginaria positiva 
infinitesimal, es decir, sustituir œ por œw +10. Entonces 


| | AE AO P0 
0 


La integral respecto a £ desde — œ hasta O se calcula análogamente. Para 1<0 
tenemos, en lugar de (8.5) 


G(t, r) = 71), | (0 | PL0) | 0) |? elena, (8.6) 


en donde wmo = En(N — 1) — E(N) + u. Ahora, calculando la integral desde — co 
hasta 0 y sumándola a la otra, obtenemos 


1 A AmO(p — Pm) 
clo, p) =>3 01 Y (TENE ANFDFO 


a ca | (8.7) 
o + PEN 1) Ed NÓ 


+ 


con la notación 


Am = | C01 P.(0)1 m)PP, Bm = | Cm | ®a(0) | 0) P. (8.8) 


Este desarrollo es el buscado. ł 
Utilizaremos la notación 


PD = EXMN+D-E(N), 5? = E(N)-EmN—1) (8.9) 


para las energías de excitación dadas por las diferencias entre el nivel excitado del 
sistema con un número particular de partículas y el estado fundamental del sistema 
con una partícula de más o de menos. Los superíndices (+) y (—) indican las desigual- 
dades 


“PY >u <p. (8.10) 


+ Este procedimiento es análogo al método de calcular las funciones de Green en electrodinámica 
cuántica (ver TCR, $76). 

i El desarrollo correspondiente en la teoría cuántica de campos es el desarrollo de Kállén-Lehmann 
(cf. TCR, 88 101 y 108). 
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Puesto que E(N + 1) — E(N) x 0E,/9N = u, potencial químico a T = 0, pode- 
mos escribir, por ejemplo, 


A = EXN+D-E(N+1)+E(N+1-EdN) 
~ [EmN+D-E(N+D]+ u. 


La diferencia encerrada entre corchetes (en donde ambas energías se relacionan 
con sistemas que poseen el mismo número de partículas) es positiva por la definición 
de estado fundamental; de aquí que eṣ% >. El significado de la definición (8.9) 
será estudiado de nuevo más adelante. 

El desplazamiento de los polos de los términos de la suma (como funciones de w), 
expresado por los términos + ¿0 en su denominador, es equivalente a la presencia 
de partes imaginarias en forma de función delta de acuerdo cont 


1 
x+1i0 


= p- F inó(x). (8.11) 


Aplicando esta expresión a (8.7), encontramos como parte real de la función de 
Green 


re G(w, p) = 4 Y P 


m 


[ra a) (8.12) 
w+u-eP w+u— eg? 


y como su parte imaginaria (puesto que cada diferencia e? — u >0 y cada dife- 


rencia e? — y< 0) 


4 Y Am P— Pm) Ó(c0+ u—e(P) para w > O, 


RE E 
im G(o, p) Ani Y Bnó(p+Pm) Aotu- e) PAra e o. (8.13) 


De aquí que tengamos siempre 
sgn im G(c, p) = —sgn ow. (8.14) 


t Ver MC (43.10). El símbolo P indica que en la integración de expresiones de la forma FO) Mx + i0) 
la integral ha de tomarse como un valor principal: 


FD A 
FiO dx =P f =; OXF inf 0). 


oO 


El segundo término procede del paso alrededor del polo x = — i0 o x= ¡0 a lo largo de una semicir- 
cunferencia por encima o por debajo, respectivamente, del polo. 
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Podemos observar también el comportamiento asintótico de la función G(%w, p) 
cuando w => œ. A partir de (8.7), 


4713 
Go, p) = Y [Amp — Pm) + Bnó(p+Pn)]. 


Se ve fácilmente que el coeficiente de 1/w es el componente de Fourier respecto 
a r, — rT, de 


Ple, r1) PAE, ro) DEE, ra) Yet, 11)) = Ó(1,—r9), 


es decir, la unidad. Así pues, 


Glow, p) > 1/w cuando l|w|-> œ. (8.15) 


La principal propiedad de la función de Green en la representación de los impul- 
sos es que sus polos sólo pueden estar en los puntos w = €m — u, en donde e,, son 
los valores discretos de las energías de excitación del sistema, definidos como se 
indicaron anteriormente. Cada una de estas energías corresponde a un valor defi- 
nido del impulso P,, del sistema, como resulta evidente a partir de la presencia de 
una función delta correspondiente en cada término polo de la función de Green. 

Sin embargo, estamos interesados en la función de Green de un cuerpo macroscó- 
pico. Esto significa que estamos considerando el límite en el que el volumen V y 
el número de partículas N tienden a infinito (para un valor finito fijo del cociente 
NIV). En este límite las separaciones o desviaciones existentes entre los niveles del 
sistema tienden a cero, surgen los polos de la función G(w, p) y únicamente podemos 
decir que esta función tiene una parte imaginaria para valores de œ + en el inter- 
valo continuo de valores posibles de la energía de excitación del sistema. Aquellas 
excitaciones en las que puede adscribirse el impulso total p del sistema macroscó- 
pico a una cuasipartícula con una relación de dispersión definida e(p) (en el estado 
fundamental del sistema, p = 0) constituyen una excepción; dichos valores corres- 
ponden a polos aislados de la función de Green. 

Si el impulso p está formado por los impulsos de más de una cuasipartícula, la 
energía del sistema no está univocamente determinada por el valor de p: un impulso 
dado del sistema puede componerse de varias maneras por impulsos de cuasipartícu- 
las, cubriendo la energía total de las cuasipartículas un intervalo continuo de valores; 
se elimina el polo mediante integración respecto a todos estos estados. 

Así pues, la relación de dispersión de las cuasipartículas está definida por la 
ecuación 


G-{e— u, p) = 0 (qual 


(V. L. Bonch-Bruevich 1955). 
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Debe resaltarse que la definición de la energía de excitación dada en (8.9) corres- 
ponde realmente a la definición de energía de la cuasipartícula en la teoría de Lan- 
dau: la diferencia {P es la variación de energía del sistema cuando se le adiciona 
una partícula y, si se adscribe la totalidad de esta variación a una cuasipartícula, 
resulta la energía e definida de acuerdo con (1.3). Análogamente, — el? es la varia- 
ción de energía cuando se elimina una partícula y así el, es la energía de la cuasi- 
partícula suprimida. Por consiguiente, es natural que e? <u puesto que en la teo- 
ría de Landau sólo puede eliminarse una cuasipartícula desde dentro de la esfera 
de Fermi.t 

Como todos los estados excitados que aparecen en el desarrollo (8.7) se obtienen 
a partir del estado fundamental añadiendo o eliminando una partícula con spin 4, 
resulta claro que, en el caso de un sistema de fermiones, los polos de la función de 
Green determinan únicamente el espectro de las excitaciones elementales de tipo 
Fermi. En $ 18 se mostrará cómo puede determinarse la rama de Bose. 

La descripción del espectro de un sistema macroscópico mediante el concepto 
de cuasipartículas con una dependencia definida entre e y p es sólo aproximada, 
y de tal forma que su exactitud disminuye al aumentar | € — |. La' separación 
respecto a la descripción de cuasipartículas independientes está indicada por el 
desplazamiento del polo de la función de Green dentro del dominio complejo, resul- 
tando e(p) compleja. De acuerdo con los principios generales de la mecánica cuán- 
tica (ver MC, $ 134), la existencia de niveles de energía complejos significa la exis- 
tencia también de un periodo de vida 7 finito del estado excitado del sistema: t ~ 
=1/| ime|. La propia cantidad im e representa el grado de «ensanchamiento» de 
los valores de la energía de la cuasipartícula (anchura del nivel). Como es natural, 
este tratamiento sólo tiene significado si la parte imaginaria es suficientemente pe- 
queña, |ime| < |e — |. Como se explicó en $ 1, esta condición se satisface de 
hecho para estados débilmente excitados del sistema, puesto que |ime| =1/r œ 
« (p — Pp)”, mientras que re (gs — 4) œ | p— prl. 

El signo requerido de im e está asegurado por el signo fijo de la parte imaginaria 
de la función de Green: cerca de su polo esta función tiene la forma 


Glo, p) ~ Z/[0+ u— elp)], (8.17) 


y la constante Z > 0, como resulta del hecho de que son positivos los coeficientes 
Am Y Bm del desarrollo (8.7); Z suele denominarse constante de renormalización 


(por analogía con la electrodinámica cuántica). La parte imaginaria de la función 
de Green es 


im G ~ Zim e/|w+u— e}. 


t Debe señalarse que el nivel excitado Em del sistema aparece con signo negativo en la definición 
de la energía de la cuasipartícula €, (—). Ésta es la razón por la cual el impulso de estas cuasipartículas 
p = — Pm, como se ve a partir de la función ô(p + Pm) en los términos correspondientes del desarrollo 
(8.7). 
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Como esta expresión se relaciona con los valores de œw % € — u, se encuentra, al 
comparar su signo con la regla (8.14), que 


im < 0 cuando re e > A (8.18) 


im e > 0 cuando re e < u, 


como debería ser: el signo de im e corresponde en ambos casos [e y e(7? en (8.9)] 
al incremento imaginario negativo correcto dado a la energía E,, del estado ex- 
citado. 

Las propiedades analíticas de la función de Green se estudiarán posteriormente 
en $ 36, en donde se considerará esta cuestión para el caso general de temperaturas 
arbitrarias. 


$9. Función de Green de un gas de Fermi ideal 


Para ilustrar las relaciones generales dadas en $ 8, calculemos la función de 
Green de un gas ideal. 
Los operadores y de Schródinger pueden escribirse siempre como un desarrollo 


Par) = y Gps Ppakr, 0) (9.1) 


P, 0 


en función de un conjunto completo de funciones Ypa, funciones de onda de spinor 
de una partícula libre con impulso p (y proyección del spin 6), es decir en ondas planas 


Us 
Ype = ep, (9.2) 
yV 
en donde u, es la amplitud del spinor normalizada mediante la condición u,u* = 1; 
esta selección de las funciones Ypa nO tiene ninguna conexión con la interacción 
real de las partículas del sistema. 

En el caso de un sistema de partículas no interactivas, el operador y de Heisen- 
berg puede escribirse también en una forma explícita. En este caso, el paso de la 
representación de Schródinger a la de Heisenberg consiste en colocar en cada tér- 
mino de la suma en (9.1) el factor temporal correspondiente: 


PLD = Y Guapas, 0)exp | -i (74) e|. (9.3) 


2m 
P. o 


Esto se ve fácilmente si observamos que los elementos de matriz del operador de 
Heisenberg para cada transición i > f debe contener factores exp [— i(E; — E/)t], 


46 Funciones de Green en un sistema de Fermi a T = 0 


en donde E y E; son las energías de los estados inicial y final (en este caso valores 
propios del hamiltoniano A" = Ê — uÑ). En el caso de una transición con una dis- 
minución del número de partículas en el estado p, a en una unidad, la diferencia 
E, — E; = p*/2m — u, de modo que se satisface la condición establecida. 

Sin embargo, en fugar de calcular directamente la función de Green mediante 
(9.3) a partir de la definición (7.10), es más conveniente empezar convirtiendo esta 
definición en una ecuación diferencial equivalente. Para ello, derivemos G.,s(X, — Xə) 
respecto a tj. Es necesario tener en cuenta la discontinuidad de esta función para 
fı = to: de acuerdo con la definición (7.10), la cuantía de la discontinuidad es 


[Gap] = [Gep] =r +0— [Gag] =t:—0 
= Pat r1) Dis r) + Ë ts, ra) Palta r) 


o sea, a partir de (7.3),1 
[Gag] = —10,g0(11 —F2). (9.4) 


La presencia de la discontinuidad da lugar al derivar a un término [G,g]0(t, — tə). 
De aquí que 


al (a YX) iðagò(rı—r2) Ó(t1—1f9). (9.5) 


oti / 


Para un sistema de partículas libres, el operador de Heisenberg y satisface la 
ecuación 


NA 1 
izr = gm AP eo 


cf. (7.8). Sustituyendo esta derivada en (9.5) y utilizando de nuevo la definición 
(7.10), obtenemos como ecuación para la función de Green 


(i++ n) GO(t, Y) = 8(0) ôC), (9.6) 


en donde hemos puesto GY = 0,¿G(%; el superíndice (0) en G indica que no existen 
interacciones entre las partículas. 


Esta ecuación tiene la transformada de Fourier 


p? 
( te) GO (w, p) = 1. 


ł Debe resaltarse que el valor de la discontinuidad no depende de la interacción de las partículas. 
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Al determinar la función de Green a partir de esta expresión, debemos sumar a w 
una parte imaginaria infinitesimal de tal modo que la parte imaginaria de G tenga 
el signo correcto de acuerdo con (8.14): 


2 —1 
Gw, p) = [o-nt u+ i0.signo o] l (9.7) 


El polo de esta expresión está en w + = (p) = p?/2m, de acuerdo con el hecho 
de que en un gas ideal las cuasipartículas son iguales que las partículas reales. El 
potencial químico de un gas ideal de Fermi esu = pp?/2m. En los estados débilmente 
excitados p es próximo a pr, de modo que podemos escribir p?/2m = y + Vr(p — Pp), 
en donde vr = p/m y podemos expresar la función de Green para dichos estados 
en la forma 


GW(w, p) = [o— vr(p—pr)+ i0. signo c)]71. (9.8) 


En todas las integraciones en que interviene la función G®, la presencia de la 
parte imaginaria infinitesimal en su denominador es sólo importante cerca del polo, 
en donde w = UA(p — pp). En este sentido sgn w en (9.7) puede sustituirse por 
sgn (p — pp), y escribirse G(% como 


GO(w, p) = [w?— p?/2m + u + i0. signo (p—pr)]1. (9.9) 


Este cambio tiene importancia puesto que G(% en la forma (9.9) es una función sim- 
ple de la variable compleja w, analítica en todo el plano, y pueden utilizarse los mé- 
todos de la teoría de las funciones analíticas para calcular las integrales. 

Por ejemplo, para calcular la integral (7.23) (la distribución de impulsos de par- 
tículas) en el caso de f negativo no cero, cerraremos el contorno de integración 
(el eje w real) por una semicircunferencia infinita en el semiplano superior (y puede 
ponerse entonces t = 0). La integral 


NQ) =- ia 


i à 
AET +10. signo (p— pr) 
está determinada ahora por el residuo del integrando en el polo en el semiplano 
superior. Cuando p > pp no existe dicho polo y N(p) = 0. Sin embargo, si p < pr, 


se encuentra que N(p) = 1 como debería ocurrir en el estado fundamental de un 
gas de Fermi ideal. 


$10. Distribución de los impulsos de las partículas en un líquido de Fermi 


La función de Green de un líquido de Fermi no puede calcularse, como es natural, 
de una forma general como se hizo en el caso de un gas de Fermi. Pero la afirmación 
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de que un líquido de Fermi tiene un espectro del tipo descrito en $ 1 implica que su 
función de Green tiene un polo en 


w= e(p)—u ~ vr(p—pr) UF = pr/m*. (10.1) 


Por consiguiente, puede escribirse como 


Z 
A Pp, 10.2 
G(o, p) m= wW — vFíp —pr)+ i0.signo ¿FE(0 p) ( ) 


en donde g(w, p) es una función finita en el punto (10.1). Como ya se hizo notar en 
conexión con (8.17), el coeficiente Z es positivo (el residuo de G en el polo). 

Puede sacarse una conclusión interesante a partir de (10.2) acerca de la natu- 
raleza de la distribución de los impulsos de la partícula (no cuasipartícula) en el 
líquido. Calculemos la diferencia entre los valores de la función de distribución 
N(p) (que en la práctica depende únicamente del módulo p) en las dos caras de la 
superficie de la esfera de Fermi, es decir, el límite de la diferencia N(p» — q) — 
— N(p» + q) cuando q > +0. 

La distribución N(p) se expresa mediante la función de Green utilizando la inte- 
gral (7.23). Como g(w, p) es finita, es evidente que la diferencia entre las integrales 
de g tiende a cero con q. Por consiguiente, resulta suficiente considerar la diferencia 
entre los términos de los polos en (10.2). Puesto que en esta integración sólo es 
importante el término i0 del denominador cerca del polo, podemos sustituir sgn w 
por sgn (p — pr), como ya se mencionó en $ 9. Entonces 


r Z Z do | 

N(pr—4)—-N(pr+4) =—1 | [0230102 > 

puesto que esta integral de la diferencia converge, puede omitirse el factor e”, 

con ¿ = — 0. Ahora bien, cerrando el contorno de integración por una semicircun- 

ferencia infinita en cualquier semiplano, se encuentra que la integral completa es 
igual a Z e independiente de q. Así pues, 


N(ps—0)—N(pr+0) = Z (10.3) 
(A. B. Migdal 1957). 


Ya se ha mencionado anteriormente que Z > 0. Puesto que N(p) < 1, se de- 
duce de (10.3) que 


O<Z<l; (10.4) 


el valor Z= 1 se alcanza sólo en el límite de gas ideal. 
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La distribución de impulsos de las partículas en un líquido de Fermi a T = 0 
tiene, por consiguiente, como en un gas, una discontinuidad en la superficie de la 
esfera de Fermi, disminuyendo hacia el exterior. Sin embargo, a diferencia del gas, 
el valor de la discontinuidad es menor que la unidad y N(p) permanece no nulo 
para p> pr, como se ha indicado en la figura 1 mediante una curva continua; 
la curva a trazos corresponde a un gas 


Fic. 1. 


$11. Cálculo de magnitudes termodinámicas a partir de la función de Green 


El conocimiento de la función de Green de un sistema es suficiente para descri- 
bir sus propiedades termodinámicas. Cuando T = 0, estas propiedades se expresan 
mediante la dependencia de la energía del sistema (que es la energía del estado fun- 
damental E) con la densidad N/V. 

Cuando se ha determinado la relación e(p) de dispersión de las cuasipartículas 
[resolviendo la ecuación (8.16)], puede hallarse esta dependencia haciendo uso 
de la expresión 


PF) = p. (11.1) 

Como se conoce la dependencia entre pp y N/V, a partir de (1.1): 
pr = BPPN VY’, (11.2) 
la ecuación (11.1) determina la función u (N/V) [aunque en forma implícita, puesto 
que en general la relación de dispersión (p) contiene 4 como parámetro). A T = 0 


(y, por tanto, S = 0), el potencial químico y = (0E,/0N)y; la integración de esta 
expresión de la energía buscada 


N 
Eo = | (N/V)dN; (11.3) 
0 


como es natural, cuando N = 0, E¿=0. 
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Otro modo de describir las propiedades termodinámicas a T = 0 consiste en 
calcular el potencial termodinámico 2. De acuerdo con la definición general (ver 
Parte 1, $ 24), este potencial Q = E — TS — u N = — PV y su diferencial dí2 = 
= — SdT — Ndu: cuando T = 0, también S = 0 y estas expresiones se reducen a 


Q = E-uN, (11.4) 
d = —Ndp. (11.5) 


El significado del potencial Q estriba en que describe las propiedades del sistema 


a V constante. 
El método más sencillo de expresar Q en función de G (función de Green) es 


el de utilizar la relación (7.24) entre N/V y G. Sustituyendo N a partir de (7.24) 
en (11.5) e integrando respecto a y: (con V constante), se obtiene 


17) 


; : _ dp dw 
Q(u) = 2iv | du. lim ES pe io: Eur? (11.6) 
ò 


>-—0 


puesto que de nuevo 2 = 0 cuando y = 0. 


$12. Operadores Y en la representación de la interacción 


La función de Green para un sistema de partículas interactivas no puede calcu- 
larse, como es natural, de una forma general. Sin embargo, existe una técnica ma- 
temática (análoga a la técnica de diagramas utilizada en la teoría cuántica de cam- 
pos) mediante la cual puede calcularse como una serie de potencias de la energía 
de interacción de las partículas, expresándose cada término mediante las funciones 
de Green de un sistema de partículas libres y el operador de interacción. 

Utilizaremos, igual que en la representación de Heisenberg, una representación 
de operadores cuya dependencia temporal no venga dada por el hamiltoniano real 
del sistema 


B'= RPO+P0= BO—uÑ+V 
(siendo V el operador de interacción), sino por el hamiltoniano de partícula libre 
-H*(0): 
Polt, r) = exp (i't) 9r) exp (~ i't). (12.1) 


Los operadores y las funciones de onda en esta representación de la interacción 
se distinguirán mediante el subíndice O. Expresando la función de Green mediante 
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los operadores Pi (en lugar de los operadores de Heisenberg Y) la primera etapa 
hacia el objetivo, consiste en expresar G en función de G® y V. 

En esta sección, D o ġ designarán funciones de onda en el «espacio de los nú- 
meros de ocupación» (en contraste con las funciones de onda Y o y que son fun- 
ciones de las coordenadas); estas funciones están sometidas a la acción de los ope- 
radores de la segunda cuantización. Sea $ una de estas funciones en la representa- 
ción de Schródinger; su dependencia temporal viene dada por la ecuación de onda 


¡0p/0t = (8"0+P)H. (12.2) 


En la representación de Heisenberg, en donde la totalidad de la dependencia tem- 
poral se transfiere a los operadores, la función de onda D del sistema es una cons- 
tante, independiente del tiempo. Sin embargo, en la representación de la interacción 
la función de onda D, depende del tiempo, pero sólo debido a la interacción de las 
partículas del sistema, y viene dada por 


¡0D(1)/0t = FAA Dalt), (12.3) 


en donde 


P(t) = exp (iAH Y exp (~i ĝt) (12.4) 


es el operador de interacción en dicha representación; en el caso de Operadores que 
tengan la forma (7.6), (7.7), se Obtiene el cambio a la nueva representación susti- 
tuyendo simplemente Y por Y. La ecuación (12.3) se deduce fácilmente puesto que 
la transformación de operadores mediante (12.1) corresponde a la transformación 
de las funciones de onda de acuerdo con 


Do = exp (iD "Ong; (12.5) 


ver MC, $ 12. Derivando esta expresión y haciendo uso de ( 12.2) se obtiene (12.3).+ 


Según (12,3), los valores de D,(t) en dos instantes sucesivos están relacionados 
por 


Do(t+ ôt) = [1—¿61t.P o(£)] Dot) 
= exp [—i0t.V (1) Dot). 


De acuerdo con ello, el valor de 9, en un instante cualquiera t puede expresarse 
en función del valor en un cierto instante inicial tọ (<< £t) por 


Dot) = S(t, to) Dolto), (12.6) 


+ La ecuación (12.3) es la misma que TCR (73.5) y el método de resolución que sigue repite el dado 
en TCR, $73. 
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en donde 


S(t, to) = [| exp (—i8t.Paleo); (12.7) 


t¿=fo 


los factores de este producto están claramente ordenados de derecha a izquierda 
en orden de valores crecientes del tiempo 1,; ha de entenderse que tomamos el lí- 
mite del producto extendido a todos los intervalos infinitesimales df entre fọ y t. 
Si V(t) fuese una función ordinaria, este límite se reduciría simplemente a. 


exp f- j V(t) a) ; 


pero este resultado depende de la conmutatividad de los factores correspondientes 
a instantes diferentes, que se ha supuesto al pasar del producto que aparece en 
(12.7) a la suma en el exponente. En el caso del operador Vy(t) no existe dicha con- 
mutatividad y no es posible la reducción a una integral ordinaria. En lugar de ello, 
podemos escribir (12.7) en la forma simbólica 


S(t, to) = T opi f Pot) ai, (12.8) 


en donde T designa la ordenación cronológica de los factores en la misma secuencia 
que en (12.7), es decir de forma que el tiempo vaya creciendo de derecha a izquierda. 
El operador $ es unitario ($7! = +) y tiene las propiedades evidentes 


Sta, to) Sta, tı) = S(t3, tı), 
S-ta, t1) S-t, to) = S-{t, t1). | (12.9) 


Para simplificar el análisis siguiente, hagamos la hipótesis formal (que no in- 
fluye en el resultado final) de que la interacción V,(f) se «conecta» adiabáticamente 
entre £ = — œ y un tiempo finito y que se «desconecta» adiabáticamente en t = 
= + oo, Entonces, cuando f + — œ, antes de que empiece la interacción, la fun- 
ción de ondas D,(1) coincide con la función de Heisenberg Ø. Haciendo tọ = — co 
en (12.6), se tiene 


p(t) = St, — JD. (12.10) 


Habiendo establecido así la relación existente entre las funciones de onda en las 
dos representaciones, tenemos también la regla de transformación para los operado- 
res, incluyendo los operadores y: 


Y = S-t, — o) VoS(t, — œ). (12.11) 
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Puesto que $ es unitario, los operadores + se transforman del mismo modo. Ex- 
presemos a continuación la función de Green mediante los operadores y en la repre- 
sentación de la interacción.f Sea f, > ta; entonces 


GasíXa, Xo) = Pt) Di (12) 
= KS- — oo) Polti) Str, — >) x 
x $ Uta, — co) Plta) Sta, — 0 )). 


De acuerdo con (12.9), 


Sti, — œ) $ ”"Uta, — œ) = S(ti, t2) Sta, — co) SU ta, — co) 
= S(t, to), 


S-Xty, — œ) = S-t, — eo) $- oo, t1) S(oo, 11) 
= $70, — 00) Soo, t). 


Al sustituir en la expresión precedente se tiene 
GapíX1, X2) = —i(S Uco, — 00) Soo, t1) Polti) S(t t2) Dto) Sta, — > )). 


Tomando los operadores 3 como los productos (12.7) vemos que todos los factores 
desde el segundo hacia adelante en la expresión promediada están en orden crono- 


lógico de derecha a izquierda, t = — oo hasta t = œ. Por consiguiente, podemos 
escribir 
Gogl Xi, X2) = —K«SAT[P ont) Elt) ST), (12.12) 
con 
$S=S(e,-— œ) = Tepl-i f Pao a. (12.13) 


El cálculo con f, < fa difiere del anterior sólo en la notación y el resultado final 
(12.12), (12.13) es válido para cualquier tf, y ta. 

La transformación hecha no depende del estado del sistema respecto al que se 
realiza la operación de promediar. Sin embargo, si se toma el promedio respecto al 
estado fundamental [como en (12.12)], la transformación puede proseguirse. Para 
ello, debemos observar que la conmutación o supresión de la interacción, como 
cualquier perturbación adiabática, no puede originar una transición con cambio 


+ Esta deducción repite la dada en TCR, $ 100. 
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de energía del sistema cuántico (ver MC, $ 41). De aquí que un sistema en un estado 
no degenerado (como el estado fundamental) permanecerá en dicho estado. Es 
decir, el efecto del operador S sobre la función de onda ® = ®,(— œ) debe redu- 
cirse a la multiplicación por un factor de fase (que no influye en el estado), que es el 
valor medio de $ en el estado fundamental: $9 = <S>0,. Análogamente, 9*$-' = 
= <S$>7!p", Así pues, tenemos finalmente la fórmula siguiente para la función 
de Green en función de operadores en la representación de la interacción :f 


O 5) Doxa) $). (12.14) 


De acuerdo con el significado de esta representación, la operación de promedio 
en (12.14) se refiere al estado fundamental de un sistema de partículas libres: las 
propiedades de los operadores Y son las mismas que las de los operadores Y de 
Heisenberg en ausencia de interacciones, y la función de onda ® de Heisenberg es 
independiente del tiempo, de forma que coincide con su valor a t = — «o, cuando 
no existe interacción. De aquí que, en particular, 


(T Êo X1) PEX) = iCX, Xo) (12.15) 


es la función de Green de un sistema de partículas no interactivas. 


$13. La técnica de los diagramas para los sistemas de Fermi 


El significado de las expresiones simbólicas como (12.14) estriba en que hacen 
posible escribir fácilmente los términos sucesivos de los desarrollos en potencias 
de f. Por ejemplo, 


(TPL) PX) $) = 


oo 


| dir... f dt LT PL) PX Pot)... Palta), (13.1) 


—o00 —o00 


y la expresión correspondiente a ($y difiere de la anterior solamente en que no apa- 
recen los factores Y, ¿Po en el producto T. Como ya se ha mencionado, se obtiene 
el operador PV o(t) en a representación de la interacción a partir de (7.7) sustituyendo 
todos los Y' por Y. El cálculo de los términos sucesivos en el desarrollo (13.1) se 


tł La notación de (12.14) es en cierto modo convencional: aunque contiene el símbolo T dos veces 
(una vez explícitamente y otra en la definición de S), todos los factores del producto deben ordenarse 
realmente en una sola secuencia cronológica. 
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reduce así a la operación de promedio, respecto al estado fundamental, el producto T 
de los diversos números de operadores y de partículas libres. 

Estos cálculos se consiguen automatizar ampliamente mediante las reglas de la 
técnica diagramática, que depende, sin embargo, esencialmente de la naturaleza 
del sistema físico considerado. La técnica descrita en esta sección se relaciona con 
los sistemas de Fermi no superfluidos, admitiéndose que las partículas tienen una 
interacción por pares independientes del spin. El operador de interacción corres- 
pondiente es 


PAD = F Pte r1) Paste, ro) U(r, —r2) Poslt, r2) Polt, r1) xi dixo, (13.2) 


en donde U(r; — ra) es la energía de interacción de dos partículas; se han omitido 
los superíndices (2) en V y U. 

El valor medio de los productos de operadores y se calcula mediante el teorema 
de Wick:i el valor promedio del producto de un número (par) cualquiera de ope- 
radores Y y W+ es igual a la suma de los productos de todas las medias (contrac- 
ciones) posibles de pares de estos operadores. En cada par los operadores están 
en el mismo orden que en el producto original. El signo de cada término de la suma 
viene dado por el factor (— 1)”, en donde P es el número de intercambios de ope- 
radores necesarios para reunir a todos los operadores que se promedian. 

Unicamente son no nulas aquellas contracciones que contienen un operador Y 
y un operador P+: en el elemento de matriz diagonal, todas las partículas aniqui- 
ladas por el operador Y deben ser creadas de nuevo por el operador P+, Por con- 
siguiente, resulta claro que el valor medio del producto de varios operadores y 
sólo puede ser no nulo si contiene el mismo número de operadores Y que de ope- 
radores Y+. 

Cuando se aplica al promedio del producto T, el teorema de Wick permite ex- 
presarlo en función de las medias de productos T emparejados, es decir, de acuerdo 
con (12.15), mediante las funciones de Green de partículas libres. Realizaremos este 
cálculo para la corrección de primer orden a la función de Green de un sistema 
de partículas interactivas. 

En primer lugar, observemos que, al desarrollar la expresión que aparece en 
el numerador de (12.14) mediante el teorema de Wick, se tendrán en particular tér- 
minos de la forma 


(TPL) PiX) (S) = iGO, Xe) (S), (13.3) 


en los que se «contraen» los pares de operadores y que están «fuera» de $; el desa- 
rrollo de <> contiene en cada término sólo contracciones de operadores en su tin- 
terior». El factor <S> se compensa exactamente con eldenominador de (12.14) y así 


+ Su prueba se da al final de esta sección y no impide seguir el estudio realizado ahora. 
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todos estos términos dan exactamente la función de Green «sin perturbar» ¡G(%. 
Reteniendo los dos primeros términos del desarrollo de (13.1), sustituyendo 
(13.2) y volviendo a denominar las variables, se encuentra 


¡Gug(Xi, Xə) = ¡GH + iG, 


en donde 


¡GP = — 4 «TP AX1) Pi X2) x 


x f dt f d3x3 PAY, r3) VACA r4) U (r3 —ra) Post, r4) Polt, r3)). 


— 00 


Para tener unas fórmulas más compactas utilizaremos la notación 


U(Xı— X2) = U(rı —r2) (tı — to). (13.4) 


Entoncest 


iG{9 = — zi Í (TÊ $} Y; Pb) Us, d*X3 d'X,, 


en donde d*X = di dx. 


Con objeto de promediar mediante el teorema de Wick, escribamos todos los 
operadores separadamente y mostremos todas las contracciones que tienen interés: 


++YU o + > + + 
a AAA IEA AN: 
A EE A 


ea 
Se han omitido los términos que contienen contracciones PP de acuerdo con 
nuestro análisis previo. Los operadores contraídos por parejas (unidos por líneas) 
se han intercambiado de modo que resulten adyacentes. Por ejemplo, el primer 
término escrito anteriormente designa el producto 


(TRPI) (TPIP) (CP, 


ł De ahora en adelante para simplificar algunas expresiones EETA engorrosas, omitiremos 
el subíndice en Y, y designaremos mediante los cardinales 1, 2... el conjunto de valores del argumento X 
y del subíndice de spin: 


Y, = YX), Y, = PX, 
Giz = Gap(Xi» Xy, Uiz = U(Xı- X), Hen 
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y el último es 
TPB (TPL) (PD). 


Se sustituyen las contracciones de productos de operadores y con diferentes argu- 
mentos de acuerdo con la expresión 


DD = (TPD) = iG, VIV, = —iG?, ete. 


Aquellos operadores y que tengan el mismo argumento representan la densidad 
numérica espacial de partículas en un gas ideal (designada por n(%), considerada 
como una función del potencial químico: ł 


(PP, = nOu) = myY 2/37. (13.5) 
Así pues tenemos 


iG = 3 | PX, dX, Uy [—CLCLCH—GLEGED 
+n OGPGHQ + inOGOGW]. 


Estos cuatro términos son iguales por parejas, difiriendo únicamente en la denomi- 
nación de las variables de integración X; y X4. Así pues, desaparece el factor 4 y la 
corrección de primer orden a la función de Green tiene dos términos: 


¡69 = | UlinoGLEY—GLOLEY| dX: AX. (13.6) 


La estructura de estos términos se representa gráficamente de un modo más 
conveniente mediante los diagramas de Feynman 


e 


i Ts (13.7) 
1 4 2 1 3 4 2 


En ellos la línea continua 4 — 2 designa la contracción Y,¿'PF (es decir, la función 
iG®); los números se refieren a las variables X, y X, de las que dependen los opera- 
dores contraídos y el sentido de la flecha corresponde a la dirección desde D* hacia 

en la contracción. La contracción W+% de dos operadores que dependen de las 
mismas variables (es decir, la densidad n(%) está representada por un lazo (una 
línea continua cerrada). La línea a trazos 3- - -4 designa el factor Uz4. La integra- 


1 Dichas contracciones surgen siempre por operadores y que aparecen en el operador de interacción 
Y De aquí que W+ en dichos términos esté siempre a la izquierda de 
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ción está implicada respecto a todas las variables indicadas en los puntos interiores 
del diagrama (puntos de intersección de líneas). Las variables (X, y Xə) indicadas 
en las líneas externas del diagrama permanecen libres. 

Los términos de primer orden que proceden de (13.3) deberán tener diagramas 
separados en dos partes: un segmento recto (iG) y un diagrama con lazos cerrados 
de líneas continuas, como 


Si se comprende el método de la contracción de operadores y se entiende la estruc- 
tura de los diagramas correspondientes podremos ver el origen de la regla general 
de acuerdo con la cual, en todos los órdenes de la teoría de perturbaciones, ha de 
tenerse en cuenta el papel del factor <>! en (12.14) solamente en los diagramas 
«conectados» con dos líneas externas, que no contengan lazos separados sin líneas 
externas que estén sin conectar al resto del diagrama por líneas continuas o a tra- 
zos, cf. TCR, $ 100 para una situación semejante en la electrodinámica cuántica. 

La supresión del factor 4 en (13.6) es un ejemplo de una regla general: no es 
necesario incluir (en los términos de orden n) el factor 1/n! a partir del desarrollo 
(13.1) o el factor 2-” de los coeficientes + en (13.2). La razón es que los diagramas 
de orden n contienen n líneas a trazos ¿---k. El factor 1/n! se compensa con la com- 
binación de términos que difieren entre sí por intercambios de pares de números 
i, k entre todas las n líneas a trazos. El factor 2” se cancela a partir del intercambio 
de los números į, k entre los extremos de cada línea. 

Las reglas de las técnicas de los diagramas se formularán finalmente para el 
cálculo de la función de Green, no en la representación de coordenadas sino direc- 
tamente en la representación de los impulsos, que es la más importante en las apli- 
caciones físicas. 

El cambio a la representación del impulso se hace mediante el desarrollo de 
Fourier (7.21), (7.22), que escribiremos en la forma cuadridimensionalt 
G(X) = | G(P) e™PX dtP Qu), | (13.8) 
G(P) = | G(MeiPX dX, 


en donde el «cuadri-impulso» o «4-impulso» es P = (w, p) y PX = wt — p'r. Po- 
demos de modo análogo desarrollar el potencial de interacción: 


U(X) = ó(t) U(r) = | U(Q)e~2X 20/20), (13.9) 


f Aunque se utilice por conveniencia una terminología cuadridimensional tanto durante el estudio 
de los temas como en la notación, conviene reiterar que está totalmente desconectada de la invarianza 
relativista. 
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en donde Q = (q, q); U(O) es el mismo que el componente del desarrollo tridi- 
mensional, 


U(O) = U(q) = f U(r)eciar dèx. (13.10) 


Puesto que U(r) es par, resulta claro que U(— q) = U(q). 

Realicemos este desarrollo para la corrección de primer orden CY = GR(X1— Xo). 
Para ello, multipliquemos la ecuación (13.6) por exp [¡P(X, — X)| e integremos 
respecto a d(X, — Xo). 

En primer término escribamos 


ePA—X2) — eiP(X,—X3) piP(X¿—X») 


y, cambiando las variables de integración, se obtiene 


ino f GO(X1— X3) ePX=XD dU Xy — X3) X 
X GQ(X3— Xo) PA- dH(X3— Xə) | U(X3— Xa) d(X3— Xi). 
- Las dos primeras integrales dan GY(P)G®(P) y la tercera es U(0) = f U(Md*x, 


que es el valor de U(q) para q = 0. 
Análogamente, en el segundo término escribiremos 


ei PX?) = giP(X,—X3) eiP(X3—Xa) eiP(Xa—X:) 


y, después de pasar a una integración respecto a X, — Xy, X3 — Xy» Xy — Xə, ob- 
tenemos 


=GHP) | CLA) U(X) PX dtX.GY(P). 
La integral restante se expresa en función de los componentes de Fourier de GY 


y U mediante la fórmula que nos da los componentes de Fourier del producto de .- 
dos funciones 


JAX 8X) PX HX = | f(P1) 8(P— P1) dP: (27). (13.11) 


ł Para demostrar esta fórmula, debemos sustituir a la izquierda las funciones f(X) y g(X) por desarro- 
llos de Fourier: 


SIODEON Pz dix = | NP) AP) P-P dex dep, d'Pa/ (27). 
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Así pues, la corrección de primer orden a las funciones de Green en la represen- 
tación de los impulsos es finalmente 


¡GR(P) = in® U(0) GNP) GP) 
— | GQP) GQP) GRP) U(p—pa) dP:/(Qm0). (13.12) 


Cada uno de los dos términos de (13.12) corresponde a un diagrama particular 
de Feynman y esta ecuación puede escribirse en la forma 


igt) deja | + PR (13.13) 
A Na a 


Los puntos de intersección de las líneas se denominan vertices del diagrama. 
Cada diagrama tiene 2n vértices, siendo n el orden de la teoría de perturbaciones. 
En cada vértice se encuentran dos líneas continuas y una a trazos. A cada "línea 
continua está unida su «4-impulso» P en la dirección y sentido indicados por la 
flecha (y el sentido de las flechas resulta invariable a lo largo de cada secuencia 
continua de dichas líneas). Cada línea a trazos está unida a un 4-impulso Q; en el 
caso de estas líneas puede escogerse por convenio cualquier sentido de la flecha.t 
En los vértices del diagrama se cumple la «conservación de los 4-impulsos»: la suma 
de los 4-impulsos correspondientes a las líneas de entrada es igual a la correspon- 
diente a las líneas de salida en cada vértice. También cada vértice tiene un índice 
particular de spin a. Todos los diagramas tienen dos líneas externas (una que entra 
y otra que sale) cuyo 4-impulso es el argumento de la función de Green buscada 
¡G,p(P); estas dos líneas tienen también los índices de spin a y f de esta función. 
Las demás líneas del diagrama se denominan líneas internas. 


La integración respecto a d*X se efectúa mediante la fórmula 
e'PX dex = (2m) ôt(P), 


en donde la función delta «cuadridimensional» d(*) se define como el producto de funciones delta de los 
componentes del «4-vector» P. El factor resultante 0(*) (P — P, — P») se elimina al integrar respecto 
a d“P, y asi se tiene el segundo miembro de (13.11). 

t Los componentes «temporales» de los 4-vectores Q = (q,, q) son en general no nulos, pero la fun- 
ción U(O) es independiente de q, por la definición (13.10). La arbitrariedad del sentido de la línea a tra- 
zos se debe a que la función U(— Q) = U(Q) es par. 
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La forma analítica de los términos correspondientes a cada diagrama se deduce 
mediante las reglas siguientes: 

1. Cada línea continua entre vértices a y £ está asociada con el factor ¡G!0(P) 
y cada línea a trazos con el factor — ¿U(O). Un lazo cerrado con un vértice está 
asociado al factor n% (u). 

2. En cada vértice se cumple la conservación del 4-impulso. Existe una inte- 
gración respecto a d*P/(21)* para el 4-impulso de las líneas internas que se dejan 
indeterminadas. En cada vértice existe una suma respecto a un par de índices mudos 
de spin, uno de cada uno de los factores G® adyacentes. 

3. El factor común del diagrama en ¡G,g es (— 1)”, siendo L el número de lazos 
cerrados de líneas continuas con más de un vértice en el diagrama. 

Esta última regla surge del modo siguiente. Un lazo cerrado con k (> 1) vértices 
procede de la contracción de operadores y en la forma 


PPDP, ... DEP, 


Aquí las contracciones son iguales a iG{9,..., iG% + y finalmente — iG. En el 


caso de lazos con un solo vértice, se obtiene ya el signo correcto por la presencia 
de n% según la regla 1. 

Como ejemplo, damos a continuación una serie de diagramas que corresponden 
a la corrección de segundo orden de las funciones de Green: 


cd i 


a Pai 
Pa Nx 7 PO 
la) 277 (b) 


e (13.14) 
[| 


(f) (g) (h) 
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Finalmente, volvamos al teorema de Wick y demostrémosle en el «límite macros- 
cópico» (es decir, cuando V > œ o, lo que es equivalente para una densidad dada 
del sistema, cuando N > 09). 


Consideremos por ejemplo, el producto promediado de cuatro operadores y 
del tipo 


1 
(PDD =y L AO) (13.15) 
Pi ---Pa 


P2 P3 Pa 


los operadores y están en la forma (9.3) y se han omitido los exponentes evidentes 
pero excesivamente largos. En esta suma, los únicos términos no nulos son aquellos 
que contienen números iguales de operadores â, y â} con los mismos valores de los 
impulsos. Incluyen términos en los que los impulsos son iguales en parejas, por 
ejemplo, Pı = P4 Y P2 = Pz. Estos corresponden a la contracción por parejas 


Po Dos DEDE 


y se expresan mediante una suma de la forma 


1 
m2 (ap Âp) (Gp 5.) exp (. . .)- 


En el límite V > oo, la suma respecto a p, y P se sustituye por una integración 
respecto a V?d3p,d3pa/(270)*; el volumen V se elimina y la expresión permanece finita. 
En la suma (13.15) los términos con p, = P = Ps = pa son también no nulos; for- 
man una suma 


1 
ya (44,4 27) exp (. . Je 
p 


pero después del paso a integración persiste un factor 1 /V y esta expresión se anula 
en el límite V > oo. 

Claramente este resultado es general: en el límite Y > œ, únicamente los resul- 
tados de contracciones en parejas son no nulos en el valor medio de un producto 
de operadores y. 

En la prueba dada no se ha realizado ningún uso esencial del hecho de que el 
promediado se refiere al estado fundamental y, por consiguiente, sigue siendo válido 
para promedios respecto a cualquier estado cuántico del sistema. 
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$14. Función de autoenergía 


Las reglas de la técnica diagramática formuladas en $ 13 tienen una propiedad 
importante: el factor común del diagrama es independiente de su orden. En conse- 
cuencia, cada «figura» del diagrama tiene un significado analítico definido en cual- 
quier diagrama en que aparezca, y puede calcularse independientemente y con 
antelación. De hecho hemos calculado previamente la suma de varias figuras que 
tienen un número definido de líneas externas y luego se sustituye como un «bloque» 
en diagramas más complejos. Esto constituye una de las ventajas principales de la 
técnica diagramática. 

Uno de estos bloques, que independientemente tiene también una importancia 
considerable, es la función de autoenergía. + Con objeto de llegar a este concepto 
consideremos todos los diagramas de la función de Green que no puedan separarse 
en dos partes unidas solamente por una línea continua. Entre ellos podemos incluir, 
por ejemplo, los dos diagramas de la teoría de perturbaciones de primer orden 
(13.13) y los diagramas de segundo orden (13.14a-f). Todos tienen el mismo tipo 
de estructura: un factor ¡6% en cada extremo y una parte interna (una función 
de P), denominada función de autoenergía. La suma de todas las partes posibles 
de este tipo se denomina función de autoenergía exacta o completa o bien el ope- 
rador de masa; lo designaremos por — iZ, g(P). 

Todos los diagramas del tipo de autoenergía dan una contribución a la función 
de Green 


¡GA(PIL-iZp(P)] iGQ(P) = ¡GAP) Z(P)GW(P)O.,, (14.1) 
en donde hemos escrito GY = G8,¿ y también 


ESP) = 092(P). (14.2) 


La función completa de Green (representada gráficamente por una línea continua 
gruesa) viene dada por la suma de una serie infinita 


is O + OD + ---, (14.3) 


en donde los círculos representan funciones de autoenergía exactas — iX, Cada 
término de esta serie desde el tercero en adelante es un conjunto de diagramas que 
puede descomponerse en dos, tres, ... partes unidas por una línea continua. 


+ Comparar la definición correspondiente de la función de autoenergía compacta en electrodiná-. 
mica cuántica (TCR, $8100, 102). 


64 Funciones de Green en un sistema de Fermi a T = 0 


Si separamos de cada término de la serie (14.3) desde el segundo en adelante, 
un círculo y la línea a su derecha, la serie restante es de nuevo una función com- 
pleta. Así pues, 


o e a j (14.4) 


Analíticamente esta expresión se escribe en la forma 


G = GO04GEGO (14.5) 


o bien, dividiendo por GWG, 


Do o 6 
TH ARA o 


Obsérvese que el signo de la parte imaginaria de X es el mismo que el de im G 
y según (8.14) 


sgn im 2(0, p) = —sgn w. (14.7) 


Esto se deduce de (14.6), puesto que el signo de im G~! es el opuesto del que posee 
im G y según (9.7) im [GO] = 0. 

Así pues, el cálculo de G se reduce al de 2, que requiere el empleo de un número 
menor de diagramas. Todavía puede reducirse aún más este número, puesto que 
algunos de los diagramas restantes pueden sumarse simultáneamente de una forma 
muy simple. 

Seleccionemos entre todos los diagramas que determinan 2' (con una interacción 
por pares entre particulas) aquellos que representan varios «vástagos» conectados 
a las líneas externas mediante una línea a trazos y designemos su suma por Z,. 
Todos estos diagramas están presentes en un diagrama esqueletot de la forma 


a — k Y (14.8) 


+ Igual que en la teoría cuántica de campos, los diagramas esqueleto son aquellos construidos con 
lineas gruesas y bloques; cada uno de estos diagramas es equivalente a un conjunto infinito definido de 
diagramas ordinarios de diversos órdenes. 
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La parte restante de Y la designaremos por 2,. Por ejemplo, los diagramas siguientes 
de los órdenes primero y segundo pertenecen a la primera clase: 


(a) - Y Ñ Yo (14,9) 


y a la segunda clase: 


O = «des 4 Leia N + 1 + 
(a) (b) AAA 
(c) (14.10) 
LN KA 
t NL E pans A 
(d) (e) 


El lazo en línea gruesa del diagrama (14.8) corresponde a la densidad exacta 
n() del sistema, igual que el lazo en línea fina en (13.13a) corresponde a la densi- 
dad del gas ideal n(). Por tanto, se deduce de la definición (14.8) que 


—i2, = —in(u) U(O). (14.11) 


Así pues, 


X = n(u) U(0)+2», (14.12) 


y únicamente necesitan calcularse especialmente los diagramas en 2). 

La relación de dispersión de las cuasipartículas viene dada por (8.16). Expre- 
sando en esta ecuación G en función de X por (14.6) y tomando G® de (9.7), se 
obtiene la expresión: 


1 


DE e 14.13) 
GO u, p) = e(p) 7m = Ze ls p). ( ) 


En el límite de la esfera de Fermi, en donde p = pp, la energía de la cuasipartícula 
es igual a y. De aquí vemos que 


u—Z(0, pr) = pz/2m. (14.14) 
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Por consiguiente, la relación de dispersión tiene la forma (para p próximo a pp) 


ep) u = FE (p-pr)+2(e— m, Pr) 200, pr). (14.15) 


“Resaltemos que ps es aquí el valor exacto del impulso límite para un sistema de 
partículas interactivas. Está relacionado con la densidad exacta n(u) por pp?/31* = n, 
y no a la densidad aproximada n%, como en (13.5). 


$ 15. Función de Green de dos partículas 


Otros conceptos importantes de la técnica diagramática se obtienen considerando 
el producto T de cuatro operadores y de Heisenberg, promediado respecto al estado 
fundamental: 


Kgs, 12 = (T$ b, P Wr X (15.1) 


Esta expresión se denomina función de Green de dos particulas [para distinguirla 
de la función de Green de una sola partícula (7.9)]. 

Para aplicar la teoría de perturbaciones y establecer la correspondiente técnica 
diagramática debemos otra vez cambiar a operadores y en la representación de la 
interacción. Lo mismo que con la función G, esto conduce a la aparición del factor $ 
en el producto T: 


Kas, 197 x (TEn u i S. (15.2) 


En la aproximación de orden cero (es decir, cuando = 1) esta expresión se trans- 
forma en una suma de productos de dos contracciones expresables en forma de 
combinaciones adecuadas de funciones G® : 


Kg 12 = GREY —GLOL. (15.3) 


El subsiguiente estudio de las propiedades de la función de Green de dos par- 
tículas así definida se dará en la representación de los impulsos. 

En el caso de un sistema homogéneo, Kz4 ¡9 depende de hecho únicamente de 
tres diferencias independientes de los argumentos, por ejemplo X; — Xə, Xy — Xa» 
X, — X. En la representación de los impulsos, esta propiedad lleva a la consecuen- 


ł Estamos utilizando de nuevo la notación simplificada en la cual los subíndices 1, 2... designan 
las 4-coordenadas junto con el índice de spin: X,a, X,B,...; cf. la segunda nota a pie de página a $13. 
La notación completa se indica mediante 


Ko. 12 = Kv, ap (X3, Xa; Xy Xə). 
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cia de que la componente de Fourier respecto a todas las variables X,,..., X4 con- 
- tiene una función delta: 


f Ka, 12 EXP {i(P3X; + PX, —P,X, —P¿X 2) dtX; ... dtX, 
= (27)t ô® (P; +P, — P, — P3) Kyo, (Po, Pa; Pa, Po). (15.4) 


Este resultado se ve fácilmente observando la expresión 


PX; + PX, —P,X1— Pa% 
= Py X3—Xa)+ PA Xi— X2)—P (X1 — X2)— X(P1+P2—P3— P4), 


y pasando a una integración respecto a X; — Xy, Xy — Xə, X, — X>, X. De paso 
puede observarse que la transformada inversa de Fourier es posible escribirla en 
la forma 


K34, 12 = $ Kro. ap(P3, Pa; Pr, P3 +Pa— P) X 
dP dtP3 Pa 


xexp {— i[P3(X3— X2)+ Pa(X4— X2)—P:(X1— X2))) (2m)! 


. (15.5) 


La función Kys, ag(Pg, P4; P,, Po) definida de este modo se denominará función 
= de Green de dos partículas en la representación de los impulsos: sus argumentos 
tienen entre sí la siguiente relación 


Pı+Pz = P3+ P. 


En la aproximación de orden cero tenemos, de acuerdo con (15.3), 


KO (Po, Pa; Pi, Po) 
= (209 (P— P) GQP) GO(P,)— ôP (P1 — F.) CHP) GRP) (15.6) 


es decir, K se reduce a una suma de dos productos de funciones de Green de una 
sola partícula. 


En aproximaciones más elevadas de la teoría de perturbaciones, aparecen tér- 
minos que corresponden a correcciones de estas funciones de una sola partícula 
junto con términos que no forman productos de funciones de Green. Esta parte de 
la función de Green de dos partículas tiene un cierto interés independiente. Para 
deducirla, pongamos K en la forma 


Kazas a: (P3, Pa; Pi, Po) 
= (2D (P1— P3) Gasa (Pr) Gara (P2)— 
— ôV P1 — Pa) Gasa (P2) Gasol PDF 
+ Gaspa ( P3) Gap (PRIL biba, pp (Pz, Paz Pis Po) Ghr (Pr) Gara (Po). (15.7) 


La función T así definida se denomina función vértice. 
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De acuerdo con la definición (15.1), una función de Green de dos partículas 
en la representación espacio-tiempo es antisimétrica respecto a intercambios de 
argumentos (junto con los subíndices de spin) en el primero o segundo par; 1 y 2, 
o 3 y 4. De aquí que tengamos la análoga propiedad de simetría para la función de 
Green y para la función vértice en la representación del impulso: 


To, «(Pas Pas Pi, P2) = — Toy, apl Pa, P3; Pi, Po) 
= — l y8, palP3, Pa; Po, Py). (15.8) 


La razón para separar los cuatro factores G en la definición de T [el último 
término de (15.7)] resulta clara si repasamos la naturaleza de los diagramas que 
aparecen cuando se desarrolla la expresión (15.2) correspondiente a la función de 
Green de dos partículas. El análisis que damos a continuación supone que entre 
las partículas existe una interacción por parejas. 

En la aproximación de orden cero, a la función K se asignan diagramas 


P; =P; Py = Pı 


<— m emama 


P= Po  Pz=Ps 


que corresponden a los términos de (15.6). En la teoría de perturbaciones de primer 
orden, aparecen diagramas de los tipost 


que representan correcciones a cada uno de los factores de (15.6). También aparecen 
diagramas que no se separan en dos.partes: 


R R 
GRE ME reme 
CY x | + (15.9) 
dl e 
R Po 


Las cuatro flechas P,,..., P, corresponden a los cuatro factores G en el último 
término de (15.7) y la parte interna de los diagramas determina (en primer orden) 


+ Como en el caso de la función de Green de una partícula, el factor en la definición conduce a la 
anulación de los diagramas que contienen lazos cerrados separados de líneas continuas. 
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la función vértice, que es el círculo a la izquierda de la ecuación diagramática (15.9). 
Escribiendo estos diagramas en forma analítica se tiene 


TY Ps Pa; Pr, Pa) = — 0,908 U (P1 — P3) + 01008 U(P1—Pa). 


Los diagramas de órdenes superiores contienen correcciones de tres tipos: 
(1) correcciones adicionales a dos líneas continuan no conectadas, (2) correcciones 
a las líneas externas de los diagramas (15.9) del tipo de autoenergía, (3) correcciones 
que forman una figura que sustituye la línea a trazos de los diagramas (15.9); la 
suma de todas las figuras posibles de este tipo da la función vértice exacta ¡/”. En 
la representación gráfica de la función de Green de dos partículas mediante una 
suma de diagramas esqueletos, 


€ P 
=P R=F 
+ A (15.10) 
a A 
R =P, RR 
R Py 


las líneas gruesas representan funciones G exactas y el círculo representa por con- 
venio la función vértice. 


El cálculo de la función vértice en los diversos órdenes de la teoría de perturba- 
ciones debe hacerse mediante las reglas de la técnica diagramática formuladas en 
§ 13 y han de considerarse diagramas con cuatro líneas externas (en lugar de aquellos 
con sólo dos que se utilizaron en el cálculo de G). La regla (3) que da el signo del 
_ diagrama completo ha de suplementarse con el siguiente punto; si se unen las líneas 
externas 1 y 4 y 2 y 3 mediante secuencias en líneas continuas (en lugar de 1 y 3 
y 2 y 4), se invierte el signo del diagrama. 

Como ejemplo, los siguientes diagramas son todos los que determinan la función 
vértice en la teoría de perturbaciones de segundo orden: 


P, m Na F ll F 
Y Y Y 
7 IN AN | 
P, 2 4 2 4 2 
(b) 
3 Fi N S te (15.11) 


+ (3-4) 
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La función de autoenergía X y la función vértice T” no son independientes; 
están relacionadas mediante una cierta ecuación integral denominada ecuación 
de Dyson.t 

Para deducirla, utilizaremos la ecuación (9.5) que es válida (como se mencionó 
en $ 9) aunque se tenga en cuenta la interacción entre las partículas. Sin embargo, 
existe una diferencia respecto a la deducción realizada en $ 9, que consiste en que 
ahora el operador y satisface a la ecuación (7.8). Omitiendo en esta última el término 
que contiene el campo externo y sustituyendo a partir de él la derivada Dot, 
en (9.5) se obtiene 


(i 2 A 4) Ga X1—X2)—0,90W(X, — X2) 


Ot, 2m 
= —i | (TP (Xy) U(X, — Xo) Y X3) XP AX) PE) 
= —i | Kya, va(X3, X13 Xs, X2) Urd Xs. (15.12) 


Esta ecuación resuelve en principio el problema, puesto que K se expresa mediante 
(15.7) en función de T. Sólo tenemos que pasar a la representación de las impulsos 
y, para ello, multipliquemos (15.12) por exp [¡P(X, — X,)] e integremos respecto 
a d(X, — X), tomando Kz, 32 en la forma (15.5) y U, en la forma (13.9). Entonces 
la integración respecto a las cuatro coordenadas da funciones delta, que se eliminan 
con la subsiguiente integración respecto a los 4-impulsos. El resultado es 


GO-(P)G(P)-1]1 ô. 
[ : ) ( ) ] B diP3d*Pa (15 13) 
= —i f Kya, ve(Pa, Pa; Pot Pa—P, P) PP) => C5 


con GO(P) tomado de (9.7). 
Ahora falta expresar K en función de /”. Sustituyendo (15.7) en (15.13), obte- 
nemos finalmente la ecuación de Dyson en la forma 


dp [ GO _P)—GHP)] = Opa (P) 


dP 
= U(O) np) Sap + ibog f VP-P) GP) i 
+ f Tya, ypl Ps, Pas Pat Pa—P, P) G(P3) G(P4) G(Ps+P4—P) X 
dtP; dP. 
x UP- P) nE a (15.14) 


En esta fórmula n(u) es la densidad exacta del sistema en función de su potencial 
químico; este factor procede de la integración de G mediante la fórmula (7.24), 


+ Es análoga a la ecuación de Dyson en electrodinámica cuántica (ver TCR, $ 104). 
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junto con el hecho de que la función G surgió de una contracción en la que Y+ 
está a la izquierda de Y. El primer término del segundo miembro de (15.14) es 
2,(14.11). 


$16. Relación existente entre la función vértice y la amplitud de dispersión o scat- 
tering de las cuasipartículas 


El formalismo matemático desarrollado en las secciones precedentes hace po- 
sible una justificación rigurosa y una mejor comprensión del significado de las rela- 
ciones fundamentales de la teoría de Landau del líquido de Fermi, que hemos intro- 
ducido en el capítulo 1 de una forma parcialmente intuitiva. Este tema será el ob- 
jetivo de $$ 16-20. 

Existe una estrecha relación entre la función vértice y la amplitud de dispersión 
o scattering mutua de las cuasipartículas. Para una mejor aclaración de esta relación, 
considerémosla primeramente en función del problema puramente cuántico de la 
dispersión de dos partículas en el vacío. 

En mecánica cuántica, los diagramas con cuatro líneas externas (dos que entran 
y otras dos que salen) corresponden a una colisión entre dos partículas; en la forma 
analítica del diagrama, sus líneas externas corresponden a las amplitudes de la 
función de onda (onda plana) de las partículas libres (cf. TCR, $ 103). Veamos cómo 
de hecho estos diagramas de diferentes órdenes dan términos sucesivos en el desarrollo 
ordinario (no relativista) de Born de la amplitud de dispersión. 

En primer lugar, en un vacío muchos de los diagramas son nulos. Esto se en- 
tiende más fácilmente en la representación de las coordenadas, puesto que en el 
estado vacío todas las contracciones de la forma (Pri, son cero, ya que el opera- 
dor de aniquilación está a la derecha y actúa primero sobre el estado vacio; sólo 
persisten contracciones de la forma (Pr. De aquí que todos los diagramas con 
lazos cerrados de líneas continuas sean cero, puesto que siempre contienen una con- 
tracción de la forma (Pb, Por la misma razón, todas las correcciones a la función 
de Green, es decir, a las líneas continuas internas de los diagramas son nulas. + Final- 
mente, los diagramas con líneas a trazos que se cortan son nulos; por ejemplo, 
en el diagrama 


+ El contenido de $816-18 se debe a L. D. Landau (1958) y el de 85 19 y 20 a L. D. Landau y L. P. Pi- 
taevskii (1959). 

+ La anulación de todas las correcciones a la función de Green en el vacío expresa simplemente el 
hecho de que una sola partícula no puede interaccionar con nada. Podemos recordar ahora que la exis- 
tencia de correcciones por el vacío a la función de Green de una partícula en la teoría relativista se debe 
a la presencia posible de pares de electrones virtuales o fotones en estados intermedios. 


72 Funciones de Green en un sistema de Fermi a T = 


(en donde 1 y 2 designan los argumentos t, y to) la línea interna superior corresponde 
a la contracción (Pi?) = = 0 si t > t, y la línea inferior a (PIP 1) = = O si ty < fy. 

Así pues, en el caso de dos particulas en un vacío, permanecerán sólo los siguien- 
tes diagramas que forman una «serie en escalera» : 


(16.1) 
ERAS O ERROR 


E t I t.: Ja- 
Pa "aP, AA E AA El ii 


Las líneas continuas internas corresponden aquí a las funciones de Green del vacío 


Gac) = EA i i 
vac 1 
(w, p) [e 2 +10] (16.2) 


[fórmula (9.7) con u = 0]. Debe señalarse que el polo de esta función está siempre 
(u está ausente del denominador) en un semiplano w complejo particular (el inferior). 
La anulación de los diagramas relacionados anteriormente se produce, desde el 
punto de vista matemático, precisamente porque todos los polos de los integrados 
están en un semiplano; resulta evidente la anulación de las integrales si se cierra 
el trayecto de integración por el otro semiplano. 

La serie en escalera (16.1) puede sumarse mediante su reducción a una ecuación 
integral [cf. la suma de la serie semejante (17.3)]. Si se omiten en un principio los 
diagramas con líneas externas 3 y 4 intercambiadas, esta ecuación es equivalente a 
la ecuación de Schródinger para dos partículas, ignorando su identidad, escrita 
en la representación de los impulsos; ver MC (130.9). De acuerdo con ello, se ex- 
presa la función vértice en función de la amplitud de dispersión o scattering f de las 
dos partículas por 


T „s, ag Pa, Pas Pr, P2) = Oy Op 47 [m)f. (16.3) 


La adición de los diagramas con líneas externas 3 y 4 intercambiadas produce la 
antisimetrización de la amplitud, como es correcto en el caso de los fermiones. En 
la primera aproximación de la teoría de perturbaciones, sólo permanecen el primer 
diagrama (16.1) y el que tiene las líneas externas intercambiadas; en ellos no inter- 
viene G(V20), La expresión correspondiente a la amplitud de dispersión es entonces 
la usual de la primera aproximación de Born. Los diagramas subsiguientes, después 
de la integración respecto a las frecuencias intermedias, nos dan las expresiones 
ya familiares para las correcciones a la amplitud en las siguientes aproximaciones 
de Born. 
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En un líquido de Fermi, la interacción de las partículas que están colisionando 
con las partículas del medio hace que sean sustituidas efectivamente por cuasi- 
partículas. Por la definición de la función /” se tienen en cuenta automáticamente 
todas las correcciones a las líneas internas del diagrama que resulta de esta inter- 
acción. Sin embargo, deberemos tener en cuenta otra concesión adicional para las 
correcciones a las líneas externas. En teoría cuántica de campos (en virtud de los 
requisitos generales de una matriz de scattering unitaria), se demuestra que estas 
correcciones producen la aparición de un factor //Z en la amplitud de dispersión 
por cada línea externa libre, siendo Z la constante de renormalización de la fun- 
ción de Green (ver TCR, $ 107); en el caso de diagramas con cuatro líneas exter- 
nas, esto significa la multiplicación por Z?. Aunque la prueba dada en TCR es tam- 
bién válida para cuasipartículas en un líquido de Fermi, explicaremos aquí el origen 
de este factor mediante razonamientos más sencillos (pero no rigurosos). 

La función de Green de un líquido, cerca de su polo [el primer término de (10.2] 
difiere de la correspondiente a un gas ideal sólo en el factor Z. Si se sustituyen 
Y y Y+ por los operadores Y, = YIyz, WPi, ='P+]yZ, la función de Green Gu = 
= G/Z formada a partir de ellos tendrá el mismo aspecto que en el caso de un gas 
ideal, cerca del polo. En este sentido estos operadores pueden considerarse como 
operadores y de un gas ideal de cuasipartículas. La función de Green de dos par- 
tículas a partir de ellos es Ką = K/Z? y, por tanto, según la definición (15.7), la 
parte del vértice T „ = 1'Z?, como se requería. 

En la aplicación a las cuasipartículas, lo que tiene interés en el número de coli- 
siones (por unidad de tiempo y de volumen del líquido) en lugar de la sección efi- 
caz de la colisión. En el caso de colisiones con un cambio dado de los impulsos 
y componentes de spin de las partículas (p,%, P»f$ — Psy, P40), este número es 


dW = 2x1 | Z2I o, op Pa, Pa; P,, Po») |2 (E3 + €4— E€1— £2) X 
Xp Mp (1—1p,) (1 Hp) ps dpo dip3/[Qu), (16.4) 


en donde P, + Pz = Ps + Pa y 7, es la función de distribución de las cuasipartículas, 
Los factores np, y n,, expresan simplemente el hecho de que el número de colisio- 
nes de cuasipartículas con impulsos iniciales dados (y componentes de spin) es 
proporcional a los números de dichas cuasipartículas por unidad de volumen. Los 
factores (1 — np) y (1 — np) se deben al hecho de que, de acuerdo con el prin- 
cipio de Pauli, sólo puede producirse una colisión si los estados finales están sin 
ocupar. 


$ 17. Función vértice para pequeñas transferencias de impulso 


La función vértice con valores casi iguales de las parejas de variables P,, Py 
y P,, P, juega un papel muy importante en la teoría de los líquidos de Fermi (ve- 
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remos, en particular, que está estrechamente relacionada con la función de inter- 
acción de las cuasipartículas). Utilizando la relación P, + Pa, = P + Pa, pode- 
mos hacer P = P, + K, P, = Pa — K y escribir en notación simplificada 


Po, ap(P1+K, P-K; Pis P2) E T, apl K; P,, Ps); (17.1) 


esta función se considerará a continuación para valores pequeños de K. En función 
de los procesos de dispersión o scattering de las cuasipartículas, esto significa que 
consideraremos colisiones con una transferencia pequeña de 4-impulso, que están 
próximas al «scattering hacia delante». 

Cuando K = 0, como veremos, la función I tiene una singularidad; nos intere- 
sará la parte de la función que contiene la singularidad. Se comprende fácilmente 
el origen de esta singularidad analizando el diagrama esqueleto 


A Qk BŁ 


(17.2) 
Q 
P,+K P-K 

que incluye el conjunto de diagramas de la función de Green de dos partículas que 
puedan cortarse entre los pares de líneas externas P,, Pz y Pa, Pa en dos partes 
unidas mediante dos líneas continuas.j Las dos líneas de unión gruesa correspon- 
den a las funciones de Green de una partícula exacta G(O) y G(Q + K), con integra- 
ción sobre el 4-impulso Q del diagrama. Cuando K > 0, los argumentos de estas 
dos funciones se acercan cada vez más y, por tanto, ocurre lo mismo con sus polos. 
Entre estos polos puede quedar «pinzado» el contorno de integración (ver más 
adelante) que es el origen de la singularidad de la función T. 

Para calcular la función exacta T’, debemos sumar la totalidad de la serie de pertur- 
bación. Como nuestro objetivo consiste en separar la parte que tiene una singula- 
ridad cuando K = 0, debemos distinguir en primer lugar la contribución proce- 
dente de todos los diagramas que no pueda cortarse a través de pares de líneas 
continuas que tengan valores del 4-impulso casi iguales (difiriendo en K). Esta 
parte de la función /”, que no tiene ninguna singularidad en K = 0, se designa por 
F; en ella podemos hacer K = 0, puesto que es una función sólo de las variables 
P, y Ps: Poo, agl Py, Pa). Los diagramas «peligrosos» pueden clasificarse por los 
números de pares de líneas con argumentos casi iguales que contienen. Así pues, 
la parte del vértice total / está representada por la serie en escalera infinita siguiente: 


E R 
X = XK A O (17.3) 


P+K P-K 


4 Por ejemplo, en la teoría de perturbaciones de segundo orden (respecto a la interacción de pares), 
(17.2) contiene a los diagramas (15.11a, b, c) y (15.11e) con líneas externas 3 y 4 intercambiadas. 
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En esta expresión, el círculo blanco corresponde al il” buscado y los círculos 
sombreados representan if. Las líneas externas de estos diagramas no entran en la 
determinación de /” y únicamente sirven para indicar el número y valores de los 
4-impulsos que entran y salen. 

Todas las líneas internas de los diagramas (17.3) son gruesas, es decir corres- 
ponden a funciones G exactas. Aquí debe resaltarse que la posibilidad de repre- 
sentar T'en la forma de estos diagramas esqueletos (y, por tanto, todas las conclu- 
siones obtenidas a partir de ellos) no presuponen una interacción de pares entre 
partículas, puesto que no existen líneas explícitas a trazos, y la naturaleza de la 
interacción afecta realmente sólo a la estructura interna de los bloques representados 
por círculos, que carece de interés en conexión con este problema. 

El problema de sumar la serie (17.3) radica en la resolución de la ecuación in- 
tegral; para deducirla «multipliquemos» la serie completa por un / adicional: 


La comparación con la serie original (17.3) da la ecuación 


P 


No 


a FP 
Q+K N 
š E (17.4) 


RYK Èk Pik PoK P ÊK P,- 
Esta ecuación diagramática da la ecuación integral buscada, cuando se escribe en 
forma analítica 


Ds, ap K; Pı, Pa) = == Poo, apl Pr, P2)— if Pr, Ps, Q) G(Q +K) G(Q) X 
XI vs, (K; Q, P2) PQI (2m). (17.5) 


De acuerdo con el estudio anterior, hemos hecho K = 0 en las funciones F, hemos 
utilizado la notación abreviada para /” y f* previamente descrita y también hemos 
hecho Gag = Gôap- 

Para analizar esta ecuación, consideremos primero el producto G(Q + K)G(Q) 
en su kernel. Como ya se ha mencionado, en el caso de K pequeño los polos de los 
dos factores están próximos entre sí. Cerca de los polos, las funciones G se repre- 


t Sólo se suponen aquellas propiedades tan generales como la conservación del número de partículas. 
Ésta puede apreciarse por la diferencia constante que existe entre el número de líneas que van hacia la 
derecha y hacia la izquierda en cada sección del diagrama [igual a cero en las secciones del tipo indicado 
en (17.3)]. 
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sentan mediante los términos de los polos en (10.2). Designando los componentes 
de los 4-vectores K y Q por 


K =(0,k), Q = (qo, q), (17.6) 


podemos escribir en esta región 


G(0) G(Q +K) ~ Z*[go— vr (q —pr)+ 10117? [q0+0—7r((q+k|-—pr)+i0217, 
(17.7) 


en donde ô; y ô, son incrementos infinitesimales cuyos signos cerca de los polos 
vienen dados por 


sgn 0, = sgn(q—Pr), (17.8) 
sgn ôz = sen(|q+k|-p). 

Los signos de d, y ô, determinan la posición de los polos en los semiplanos 
superior o inferior de la variable compleja qọ. La singularidad del kernel de la ecua- 
ción integral y, por consiguiente, de la solución de la ecuación, surge del pinza- 
miento del contorno de integración respecto a q, (eje real) entre los polos, para 
lo cual el último debe estar en lados opuestos del contorno, es decir, en semipla- 
nos opuestos. 

Supongamos primeramente que q:k > 0 es decir cos 0 > 0, siendo 0 el ángulo 
formado entre q y k. Entonces | q + k | > q y ô; y 0, tienen signos opuestos (9, < 0, 
ô» > 0) si q < pp, | q + k| > Pp, lo cual, en vista de la pequeñez de k, es equiva- 
lente a las condiciones 


pr—k cos < q < Pr. (17.9) 


En la integración siguiente respecto a q, en (17.5), el contorno de integración puede 
sustituirse por una semicircunferencia infinita en cualquiera de los semiplanos, el 
inferior o el superior; la integral viene dada entonces por el residuo del integrando 
en el polo correspondiente. Debido a la estrechez de margen (17.9) cuando k es 
pequeño, podemos tomar k = 0 en los factores 1” y Ñ del integrando y análogamente 
do = 0 para la posición de los polos cuando k y «w son pequeños. 

En otras palabras, con respecto a su papel en el kernel de la ecuación integral 
(17.5), el producto de los factores de los polos (17.7) es equivalente a las funciones 
delta A0(q.)9(q — pr) con un coeficiente A dado por 


A= Z2 dqo dq 
j | [go— 0s(q—pr)+ 1011 [g0+0— or (lq+k|—pr)+i02]' 
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Cuando q está fuera del margen (17.9), ambos polos están en el mismo semiplano 
de q, complejo; cuando el contorno de integración respecto a q, se completa en el 
otro semiplano, vemos que la integral es cero. En el margen (17.9), completando el 
contorno en un semiplano y calculando la integral a partir del residuo en el polo 
de dicho semiplano, se encuentra 


JS 2niZ? dq 
E f w—vr(lq+k|—q)+i0 ” 


en donde hemos hecho uso del hecho de que ô, < 0 y 9, > 0 en el intervalo (17.9). 
Puesto que, según (17.9), q = pr > k, podemos hacer | q + k| — q = kcos0 y 
luego, con los límites dados por (17.9), 


A = 21.iZ?k cos 0/(@w—kvr cos 0). 


Es fácil probar por el mismo método que se obtiene una expresión semejante 
para Á (pero con el signo opuesto de i0) cuando cos 0 < 0 (cuando la integración 
ha de realizarse en el intervalo q > pp, | q + K| < pp). Así pues, tenemos en el 
kernel de (17.5) 


w— vrl.k+i0.sgn w +40), (510) 


G(Q) G(Q +K) = 
en donde se ha escrito 1:k en lugar de k cos 8 (1 = q/q) y la función ġ no tiene nin- 
guna parte en función delta (cuando K es pequeño) y podemos, por consiguiente 
poner en ella K = Q. 

Sustituyendo (17.10) en (17.5) obtenemos la ecuación integral básica en la forma 


Is, ap K; Pı, P2) = Az Pro, apl Pi, Po) 
—i f Pre. kPr, 0) HO) T so, cp[K; O, Pa) deD/(270)* 


y Ep l.kdo; 


AS [ña (Pr, ONIL ss, ol K; Or, Po- oI vr L k* (17.11) 


En el último término hemos escrito dQ = g?*dg do, dq, (en donde do, es el elemento 
de ángulo sólido en la dirección de 1) y hemos eliminado las funciones delta me- 
diante integración respecto a dq dq,. En este término el argumento O en las funcio- 
nes I y Í' se toma en la superficie de Fermi: Qp = (0, Prl1). 

El factor 1-k/(cw — vpl:k) en el kernel de (17.11) tiene una propiedad especí- 
fica: su límite cuando k > 0 y œw —> 0 del límite de la razón «w/k. La solución de la 
ecuación debe, por tanto, tener la misma propiedad: el límite de la función T(K; 
P,, P2) cuando K —> 0 depende del modo en que œw y k tiendan a cero. 
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Designemos con /'(P,, P,) el límite 
Tiral(Pr Po) = lim To aplK; Pi, Po) Para k/o => 0; (17.12) 
K—0 


veremos en $ 18 que la función de interacción de las cuasipartículas está relacionada 
con esta magnitud. Con este método de tomar el límite, el kernel del último término 
de la integral en (17.11) es cero y así 1" satisface la ecuación 


Tos «lPi, Po) = DronplPrs PY 1 $ Le o kPr 0) HDL ss, telO, Po) PONa). 
(17.13) 


Debido a (15.8) 


Ti, (Pa, Pa) = Tó,, pk Pos P1). (17.14) 
Podemos eliminar 7 de las dos ecuaciones (17.11) y (17.13). El resultado es 


To, oK; Pi, Pa) = T50, al Pr, Po) 


Zp} 1.kdo, 


Ha | ino OPTa K: Or Pro 0745) 


puesto que, si escribimos formalmente (17.13) como f' = LT", (17.11) se reduce a 


Zp} L _Lkdo; 
Ir = I+- (2x) [rr o—vrlk` 


Sustituyendo aquí = LT” y aplicando el operador Ê-~ta ambos miembros de la 
ecuación, se obtiene (17.15). 
Definamos ahora la función 7”* por 


T% ag(Pi, Po) = lim Proa K; Ps, P2) con w/k > 0, (17.16) 
K-—>0 


Esta función (multiplicada por Z?) es la amplitud de scattering hacia adelante (es 
decir la correspondiente a la transición P}, Pa > P,, Pa), que corresponde a procesos 
físicos reales sufridos por cuasipartículas en la superficie de Fermi: colisiones que 
hacen que la cuasipartícula que está en la superficie se vea acompañada de un cam- 
bio en el impulso sin variación de energía y, por consiguiente, el paso al límite de 
transferencia de impulso.cerd (k-> 0) debe hacerse coñ úna transferencia de energía 
exactamente cero (w = 0). La función J'” definida anteriormente corresponde al 
límite no físico de «scattering» con una pequeña transferencia de energía y una 
transferencia de impulso exactamente nula (k = 0). 
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Haciendo œw = 0 en (17.15), tomando el límite k > 0 y multiplicando ambos 
miembros por Z? se tiene 


ad ap( Pr, Pa) = Za «pl Pr, Po) 


j TOF [zr ye, Pr, QF) ZI sa, ce(Qr, Pa) dos. (17.17) 


Así pues, existe una relación general entre las dos formas límites de la amplitud 
de scattering hacia adelante. 

Las propiedades de antisimetría (15.8) para I dan alguna información acerca 
del comportamiento de 1” y I” cuando P, > P,. Haciendo P, = P, y a=f en 
esta ecuación, se tiene 


Proa Pr+K, PK; Pı, Pı) = 0; (17.18) 


ahora no existe ninguna suma respecto a «a.f La transición a T® o I™ en esta ecua- 
ción ha de hacerse con precaución, puesto que en las últimas funciones hemos 
puesto primeramente K = 0, pero en (17.18) hemos puesto en primer lugar P, = P}. 

Supongamos que K y P, — P, = S = (So, S) sean pequeños simultáneamente. 
Entonces, igual que los diagramas (17.2), los diagramas 


O+S+k Pe 
Ene Prk 


resultan peligrosos. Cuando K y S >0, la función Iys 
de los dos argumentos «singulares» 


dependerá, por tanto, 


y AQ 


x= w/k, Y= (so+w)/|s+k], 


y (17.18) demuestra que esta función es cero cuando x = y. Consideraremos los 
valores de I en la superficie de Fermi; entonces œw = sọ = 0, y así y = 0. De aquí 
que en este límite, (17.18) es válida únicamente si también x = 0. Así pues, sobre 
la superficie de Fermi es válido para Jf”: 


Proa Pi P1) = 0 (17.19) 
(N. D. Mermin 1967). 


t Cuando sólo se tiene en cuenta la interacción de intercambio entre los spines de las cuasipartículas, 
las únicas Tyo, aa no nulas son las Taa, aa. Esto expresa la constancia del vector spin en la dispersión 
y puede comprobarse directamente a partir de una expresión del tipo (2.4). 
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$ 18. Relación entre la función vértice y la función de interacción de las cuasipartículas 


Del mismo modo que en el elemento de matriz (7.9) intervienen los estados inter- 
medios con números de partículas N + 1, siendo este elemento el que determina 
la función de Green de una partícula, así los estados intermedios con N, N +1 
y N +2 partículas intervienen en el elemento de matriz (15.1) de la función de 
Green de dos partículas. t 

Debido a la presencia de estados intermedios con N + 1 partículas, la función 
de Green de dos partículas tiene polos que coinciden con los de la función G, es 
decir, con la energía de la cuasipartícula. No obstante, se muestran explícitamente 
los factores correspondientes en (15.7). De aquí que la función vértice 1” definida 
por esta fórmula únicamente tenga polos correspondientes a estados con NoN +2 
partículas. El momento angular de estos estados difiere en O o 1 del correspondiente 
al estado fundamental y, por ello, las excitaciones elementales correspondientes 
a estos polos tienen un spin entero (0 o 1) y como consecuencia obedecen a la esta- 
dística de Bose. Así pues, los polos de la función vértice determinan las ramas de 
Bose del espectro de energía de un líquido de Fermi. 

Los polos que surgen de los estados intermedios sin variación en el número 
de partículas corresponden a excitaciones elementales que representan cuantos de 
sonido cero. En la técnica diagramática, los estados intermedios corresponden a 
secciones eficaces diferentes que dividen los diagramas en dos partes entre varias 
líneas externas. En el caso presente, los estados intermedios sin cambio en el número 
de partículas corresponden a secciones eficaces de los diagramas (17.3) en uno 
de los pares de líneas continuas que unen bloques /' adyacentes; se expresa la cons- 
tancia del número de partículas en estos estados por los números iguales de líneas 
que pasan en cada sentido a través de la sección eficaz. La transferencia de 4-impulso 
a través de dicha sección eficaz es (Q + K) — Q = K; de acuerdo con ello, las 
excitaciones elementales sin cambio en el número de partículas corresponden a 
polos de la función vértice I (K; P,, Pa) respecto a la variable K. 

Previamente hemos visto, en la deducción de (17.10), que uno de los dos im- 
pulsos q y q + k (que aparecen en los 4-vectores Q y Q + K) debe ser mayor que 
el impulso límite pp y el otro debe ser menor. Por otra parte, en el caso de excita- 
ción desde el estado fundamental, sólo pueden estar fuera de la esfera de Fermi 
«partículas» mientras que dentro de ella estarán «huecos». En este sentido podemos 
decir que las excitaciones en el punto cero de un líquido de Fermi pueden conside- 
rarse como estados ligados de partícula-hueco.+ 

Las excitaciones correspondientes a estados intermedios con N + 2 partículas 
[y a polos de la función /Y(K; Pr, P,) respecto a la variable P, + Ps] pueden con- 


t Los estados con N partículas proceden de una secuencia , de PI en el producto T como, 
por ejemplo, PD, A P+. Estados con N + 2 particulas corresponden a secuencias como la Y, DP, De. 

t En esta formulación, el problema es muy semejante al de determinar los niveles de los estados li- 
gados electrón-positrón en electrodinámica cuántica (ver TCR, $ 122). En particular, las ecuaciones (17.4) 
y (17.5) son análogas a la ecuación de Bethe-Salpeter, TCR (122.10), (122,11). 
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siderarse como estados ligados de dos partículas o dos huecos. Sin embargo, la 
presencia de dichos estados conducirá (como se verá en el capítulo V) a la super- 
fluidez del líquido de Fermi y esto exige a su vez un cambio considerable del for- 
malismo matemático completo de las técnicas diagramáticas. 

Así pues, para determinar la rama de Bose del espectro de energía de un líquido 
de Fermi no superfluido, debemos examinar los polos de la función vértice J(K; 
P,, P) respecto a la variable K = (œ, k). Para cada valor de k, una energía par- 
ticular w(k) corresponde al polo y la relación de dispersión queda determinada, 
por tanto, en el caso de estas excitaciones. Cuando se trata de estados débilmente 
excitados, w y k son pequeños, de modo que podemos utilizar las ecuaciones dedu- 
cidas para la función /(K; P,, Pa) en el margen de valores pequeños de K. 

Cerca de un polo de T', el primer miembro y la integral del segundo miembro 
de (17.15) resultan arbitrariamente grandes; el término J'“(P,, P,) permanece fi- 
nito y, por tanto, puede omitirse. Además la variable P, y los subíndices f y ô no 
se ven afectados por las operaciones realizadas sobre I en (17.15) y así actúan 
como parámetros sin importancia en esta ecuación. Finalmente, debemos considerar 
la función T en la superficie de la esfera de Fermi, es decir, haremos Pı = (0; pm) 
siendo n un vector unidad variable. De todos estos hechos se concluye que la deter- 
minación de las excitaciones acústicas en un líquido de Fermi se reduce al problema 
de hallar los valores propios de la ecuación integral 


«kad 
taln) = GE S T AA (18.1) 


siendo y»,(m) una función auxiliar. 
La ecuación puede transformarse sustituyendo y por otra función 


Ya (M) = E tra) (18.2) 


La ecuación (18.1) se reduce entonces a 


(œ — vrn.k) »,«(n) = k.n E f Diz, a (m, 1) 0, (0) do”, (18.3) 


con n' en lugar de 1. 

Esta ecuación tiene exactamente la misma forma quela ecuación de transporte 
(4.10) para las vibraciones de un líquido de Fermi. Comparando ambas ecuaciones 
se tiene la siguiente correlación entre la función de interacción de la cuasipartícula 


y la función 1”: 


Jro, ap( PFB, pra J= = Dra, «pM, n’). (18.4) 
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Esta expresión muestra la relación existente entre la función f y las propiedades 
de la dispersión de las cuasipartículas.j 

La ecuación (18.4) relaciona f con la amplitud de scattering no física. Utiliza- 
remos ahora (17.17) para obtener una relación explícita entre f y la amplitud de 
scattering «física» hacia adelante para las cuasipartículas en la superficie de Fermi, 
que designaremos por 


Ays, as(M1, n2) = ZTS, «p(n, No). (18.5) 
La relación (17.17) en la superficie de Fermi es 
Ayo. «pli, nə) 


El PF ; dol 
= Jro, «p(B, no) E. 2720 fre ax (M1, n ) Áss, ¿g(n , n2) dz . (18.6) 


La dependencia con el spin de las funciones A y f puede expresarse mediante 
las matrices de Pauli o. En el caso general, estas funciones pueden contener cual- 
quier combinación escalar de los cuatro vectores n}, Mm», 6,, 62. Si existe una interac- 
ción de intercambio entre las partículas, los únicos productos escalares permisibles 
son n, nz y 6,*6,. Entonces pueden escribirse las funciones A y f [igual que se hizo 
con f en (2.4)] en la forma 


2 
-ai fo, „a(n Ma) = F(9) 9,,095+G(0) 0,2005, 
(18.7) 


—27 4yo, ap(M1, M2) = B(9) 9.085 +C(0) G,0.8op, 
TUE 


en donde los coeficientes F, G, B, C son funciones únicamente del ángulo 9 formado 
entre n; y n,. Todos ellos pueden desarrollarse en serie de polinomios de Legendre: 


oo 


B(9) = Y (21+ 1) BiPi(cos 9), .... (18.8) 


1=0 


Sustituyendo (18.7) y (18.8) en (18.6) y calculando la integral con el teorema de 
adición correspondiente a los polinomios de Legendre, se tiene 


Bı = F(1-Bp), Cı = G(1-C)). (18.9) 


f La prueba general anterior se debe a L. D. Landau (1958). En el caso de un gas de Fermi ligera- 
mente no ideal, la deducción de la ecuación de transporte mediante suma de diagramas específicos del 
tipo (17.3) fue dada anteriormente por A. B. Migdal y V. M. Galitskil (1958). En el caso de un gas, las 
funciones G (en la aproximación de orden cero) contienen sólo términos con polos y por ello no se plan- 
tea la exclusión de términos sin polos. 


Funciones de Green en un sistema de Fermi a T = 0 83 


Estas fórmulas establecen una relación algebraica sencilla entre los coeficientes 
de desarrollo de f y A. 

Las condiciones de estabilidad (2.19) y (2.20) dan desigualdades semejantes 
para los coeficientes B, y C;: 


Bek GEL (18.10) 


Además estos coeficientes satisfacen una relación que se deduce de (17.19): B(0) + 
+ C(0) = 0, o sea 


y QI+1) (B:ı+Cı) = 0. (18.11) 
1=0 


Las ecuaciones (18.9) y (18.11) conjuntamente con las condiciones (18.10) son su- 
ficientes para demostrar un teorema interesante: en todo líquido estable de Fermi, 
existe al menos una rama (ordinaria o de spin) de sonido cero con simetría axial.j 


$19. Identidades para las derivadas de la función de Green 


En el formalismo matemático de las funciones de Green, juegan un papel im- 
portante ciertas relaciones idénticas entre las derivadas de estas funciones y la am- 
plitud de scattering de las cuasipartículas. Estas relaciones se deducen todas de 
manera semejante calculando la variación que en las funciones de Green produce 
algún «campo externo» ficticio para el que ya se conoce el resultado de su acción 
sobre el sistema. 

Calculemos en primer lugar, la variación ôG de la función de Green causada 
por un «campo externo» arbitrario, cuyo término correspondiente en el hamilto- 
niano es 


VV = f ËC, r) OP Lt, r) dx, (19.1) 


en donde ôÛ es un cierto operador que actúa sobre funciones de r (y posiblemente 
depende del tiempo 1). 


Cuando está presente el campo externo, la función de Green depende de los dos 
4-impulsos P, y Po. En la técnica diagramática, dicho campo está representado por 
una nueva característica gráfica, una línea externa a trazos: 


t Ver N. D. Mermin, Physical Review 159, 161, 1967. 
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y esta línea está asociada con un factor 
—iôU(Pə, P1) = —i f eP:X GÚeTiP:X dex, (19.2) 


En el primer orden respecto al campo externo, la corrección a la función de 
Green exacta está representada por una suma de dos diagramas esqueletos: 
P 
| a 
IBAR R) = Ramdam P + ae (19.3) 
Q, 
P, I 
en donde todas las líneas continuas son gruesas (funciones exactas G) y el círculo es 
una función vértice exacta (¿I”). En forma analítica, esta ecuación es 


¡0G gal Po, Pı) = Gp Po) 9U(P», P:i) Gual P1)— 
= iGg,(P2) Gel Py) f Pos, «Pa, Qı; P,, Q2) X 
X U(Q2, Q1) Gix(Q2) Grs[O 1) 4101/70), (19.4) 


con Q + P, = Pa + Qi- 

Las dos primeras identidades a considerar se deben a la conservación del nú- 
mero de partículas del sistema. En el hamiltoniano del sistema, se expresa esta pro- 
piedad mediante la aparición de los operadores y en parejas: un Ñ+(X¥ )}y un P(X) 
por cada argumento X. 

Apliquemos una transformación gauge a los operadores y: 


PAX) = PAX eO, YE = Piter, (19.5) 


siendo y(X¥) una función real. A partir de la propiedad ya mencionada del hamil- 
toniano, si P satisface la «ecuación de Schrödinger» (7.8), Y” satisface una ecuación 
análoga con los cambios 


f ð 0 Ox 
— — 2 — —- ——— — ¡LAA 
AS IO Ot de car 


En el caso de un infinitesimal y = ôg, este cambio en la ecuación es equivalente a 
sumar al hamiltoniano un «campo externo» 


00% i 


t Esto es análogo a la transformación «gauge» en electrodinámica cuántica, cf. MC (11.23-(111.9). 
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En particular, si 
d(X) = re zoe"i*%, K = (%, K), 


en donde de hecho puede omitirse el símbolo re, puesto que las operaciones si- 
guientes son lineales, tenemos 


1 
SU(Po, P1) =¡Quy yò ®(Pa—P1— K) lo -5 K-(p1+ P) . (19.6) 


Por otra parte, la función de Green construida a partir de los operadores y 
Y, = Y + 10), Pat = PAA iy) 
difiere de la construida a partir de Y y Y+ por 
ôGap( Xi, X2) = ¿Gap Xi — X2) lôx( X1) — Ó7(X2)] 
o, en componentes de Fourier, 
IG. Po, Pi) = | EG Xi, Xo) PAPA dX, dtX 
= ¡[Gap( Pi) — Gaupl Pa)] Ôx(P2— P1), (19.7) 


en donde 
SP) = f ÒX) e PX dX = (27) XOP — K). 


Así pues, la misma variación 0G,¿ se ha expresado en dos formas (19.7) y (19.4), 
en donde dU ha de sustituirse a partir de (19.6). Igualando estas dos expresiones, 
tenemos, después de poner Gag = GÓ,g y volver a denominar algunas de las varia- 
bles, 


dsp[G(P+K)-—G(P)] = G(P+ K) GCP) | i w+ el ag + 


A 4 
+i | To aK: P, OGO G0 -K [o ES] eri 


Se obtienen las identidades buscadas tomando el límite de esta ecuación cuando 
w > 0, k > 0; entonces | 


| 0 
A(P+K)-G(P) = 0 yx, 


Es 19.8 
@Po Op des) 
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en donde P = (po, p). Tomando el límite con la condición k/w —> 0, se obtiene la 
primera identidad: 


OG(P) _ 


ôs —_— 0? 


A O 
con la notación 
[CAP). = 5 lim HP) G(P+K), kjo => 0. (19.10) 


Análogamente tomando el límite con la condición w/k => 0 se obtiene una se- 
gunda identidad: 


bs SE = (AP) ENS f Tho, aP, 0) LO): e] (19.11) 


con la notación correspondiente (G*(P)j,.. 
A continuación consideremos la variación de la función de Green cuando se 
aplica al sistema un campo constante 


dÚ = U(r) = Uet" (19.12) 
Cuando k > 0, este campo varía lentamente en el espacio y, por ello, su influencia 
sobre el sistema puede tratarse macroscópicamente. De acuerdo con la condición 
termodinámica de equilibrio en un campo externo, debe cumplirse y + ôU = cons- 
tante (ver Parte 1, $25); cuando k > 0 esto significa que el potencial químico x 


varía en la pequeña cantidad — U,. La variación correspondiente de la función 
de Green es 


0G.p( Xy, Xa) = — Ugdag OG( X, —X2)/0p, 
y su componente de Fourier, definida como en (19.7), es 


ÔGap( Pa, P1) = — (270) O(P, —P,) Uo OG(P,)/0p. 


También puede calcularse la misma variación de la función de Green mediante 
la ecuación (19.4), esta vez con 


SU(P,, Py) = QAPUIAMP,-P,-K)  (K=0,k). 
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El paso al límite k > 0 en este caso (campo constante, œ = 0) corresponde al caso 
w/k => 0. Esto nos da la identidad 


0 4 
ba a = PY) DS | Th, aP, MO» | (19.13) 


Finalmente, se obtiene una identidad más a partir de la invariancia galileana 
del sistema. Para deducirla, consideremos el líquido en un sistema de coordenadas 
que se mueve con una velocidad pequeña dw(t) = we" que varía lentamente 
con el tiempo. El cambio a estas coordenadas es equivalente a la imposición de un 
campo externo cuyo operador est 


SÚ = — ôw. Ð = Ów.v (19.14) 


o, en la representación de los impulsos, 
U(Pa, P1) = — pi - Wo(27)t 9M(P, — P, — K), K = (o, 0). 


Esta expresión ha de sustituirse en (19.4) y luego ha de tomarse el límite w > 0. 
Cuando w > 0, tenemos una transformación de Galileo desde un sistema inercial 
de referencia a otro que se mueve con velocidad constante ôw. Si en el líquido existe 
una excitación elemental con energía (p), su energía en el sistema de referencia 
que se está moviendo respecto al líquido con velocidad ôw es e — pów.t+ De aquí 
que, en el nuevo sistema de referencia, deba aparecer la frecuencia p, en la función 


G(P) como po + p:0w (de modo que el polo de la función se desplace en — p: ôw). 
Entonces 


ôG = p.e ÒW 0G]0po, 
y llegamos a la identidad 


OG(P) 


n ap TPN [dpi | TRP, GO) za] (09.1) 


Necesitaremos utilizar estas identidades, en particular, para valores de la varia- 
ble libre P = (pp, p) sobre la superficie de Fermi: Pp = (0, pr). Transfiriendo el 
factor G*(P) desde el segundo miembro al primero, sustituyamos las derivadas de 


_ t En la lagrangiana clásica de una partícula libre, L = '/, mv”, el cambio a coordenadas móviles se 
efectúa sustituyendo v ->y + òw y resulta un incremento ÔL = mv -ôw que es pequeño si lo es ôw. De 
acuerdo con ello [cf. Mecánica (40.7)] el incremento de la función de Hamilton es ôH = —p :Ów y en 
mecánica cuántica éste corresponde al operador (19.14). 


ł Ver la discusión más detallada que se da en $ 23. 
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G(P) por las de G-(P); carece de importancia la forma de tomar el límite K —> 0 
en G(P)JG(P + K). 


Cerca de la superficie de Fermi, la función de Green está determinada por el 
término del polo, de modo que 


G-UP) = > [Po — vr (Pp —PF)l. 


De aquí, que en la propia superficie 


En consecuencia, las identidades (19.9) y (19.13), por ejemplo, en la superficie de 
Fermi adquieren la forma 


i| TR Pr UEO e = (1-7) de (19.16) 


i f Th, Pr, EOR = (14 Be) a a917 


§ 20. Deducción de la relación existente entre el impulso límite y la densidad 


Las relaciones deducidas en las secciones precedentes proporcionan una prueba 
consistente de la proposición fundamental de la teoría de Landau del liquido de 
Fermi: la relación existente entre el impulso límite pp y la densidad N/V del liquido 
viene dada por la misma fórmula (1.1) que en el caso de un gas ideal. La idea de 
esta prueba o demostración consiste en calcular independientemente las variaciones 
de N y pr debidas a un cambio infinitesimal del potencial químico w y luego com- 
pararlas. 

De acuerdo con (7.24), el número total de partículas en un volumen dado V, 
en función del potencial químico, viene dado por la integral 


4 
N = —2iV lim f G( P) e—ipot J’ P = (Do, P). (20.1) 


t>—0 


De aquí que la derivada 


1 dN f ƏG(P) dP 
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Como esta integral converge para valores grandes de pọ (3G/ôu œ 1/pi cuando 
| po| > œ), puede omitirse en el integrando el factor e-iP*, Después de sustituir 
0G/0u4 por la identidad (19.13) sumada respecto a a = £, se tiene 


1 dN 
a Ca Ae NR. 


en donde hemos sustituido T' = I”,, ,, para mayor brevedad. El objeto del cálculo 
ahora es expresar el segundo miembro de esta ecuación en función de una integral 
exclusivamente sobre la superficie de Fermi. 

En primer lugar, sustituyamos /”* en la segunda integral de (17.17), sustituyendo 
Sp en lugar de O»: 


1 dN _ : ; yop, ETO 
va T” | (CAP Y: == Er + f {GA P) TAP, ODGO) 53 Gra 7 


272 
za a feen Diz, e, smIE, ASF. QACAD) ja O s (20.3) 


Comencemos por transformar el último término. En el integrando, sólo los dos 
últimos factores dependen de Q; la integral de los mismos respecto a d*Q viene 
dada (en la superficie de Fermi, S = Sp) por (19.17) y, por consiguiente, este término 
se reduce a 


dE di f (GAPI AP, Sr) EP dos. 


F d 1P dos ( UF de) 
op(27% 


(Em \ Z du 


A continuación observemos que en la integración respecto a d1P los valores límites de 
G(P)G(P + K) han de tomarse en la forma (17.10); de aquí que (GY(P)). = (P) 
y 


21112? 


{GA P) = (GAP Yo — ô(po) Ôp — pr). (20.4) 


Esto nos da 


i pèz? UF dpr d%P dos jus 
EP 1-23 fee Hol PSr =- aaa a SniF}, 


en donde, de acuerdo con (18.4), hemos utilizado la función de interacción de las 
cuasipartículas y hemos expresado fatas en función de F(0) mediante (2.6) y (2.7); 
la barra situada sobre F indica la integración respecto a do/4x. La integral restante 
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respecto a d*P viene dada por (19.16) y la integración respecto a do, da un factor 
adicional de 47. Así pues, el tercer término de (20.3) es igual a 


Ni (20.5) 


El segundo término de (20.3) se transforma añálogamente: las magnitudes (G*(P)), 

y (G*(Q)), se expresan en función de (GY((P))., y (£G(O))., mediante (20.4) y luego 

se utilizan las identidades (19.9) y (19.16). Entonces resulta que este término es 
igual a 


-(0G dtP y PEZ? CE 20.6 
-2i | aa E- 2i A T ta (2 1) P}. (20.6) 


La primera integral da cero al integrar respecto a pọ, puesto que G — 0 cuando 


Po > + oo, 
Finalmente, el primer término de (20.3), con la sustitución de (20.4), se reduce a 
HZ? 
ar: (20.7) 


Sumando las contribuciones (20.5)-(20.7) se tiene 


1 dN _ pr dpr PZ [, APF ap 20.8) 
vu un "| T ema 


Por otra parte, haciendo 
ôn = (On'l0p») dp" = Ôp’ — Pr) ÔPF 
la derivada 


du _ (Ou ON Vp Op 
dpr (am), (ar), = T xh ON 


de (2.14), fácilmente se encuentra 


Debe resaltarse que, en la deducción de (2.14), no se ha supuesto ninguna dependen- 
cia específica de pp con N/V y, por consiguiente, podemos utilizar esta relación 
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para hallar dicha dependencia; como es natural, puede obtenerse también la ecua- 
ción (20.9) con la ayuda de las mismas relaciones que se utilizaron en el caso de las 
funciones vértice para deducir (20.8).f 

A partir de esta ecuación vemos que la magnitud entre corchetes en (20.8) es 
cero y, por ello, 


a (NY_ PE dp i aa]: (20.10) 
du XV 2x7 dy? du | 3(2x)} 


Cuando N/V — 0 tenemos un gas y en este límite la dependencia de pp con N/V 
debe, por consiguiente, ser la misma que en el caso del gas. Esto determina la cons- 
tante en la integración de (20.10) y así tenemos finalmente la relación (1.1) buscada: 


N/V = 81p+/3QmY. 


§ 21. Función de Green de un gas de Fermi casi ideal 


Para ilustrar la aplicación de la técnica diagramática, calcularemos en esta sec- 
ción la función de Green de un gas de Fermi casi ideal en el modelo estudiado en 
$ 6 mediante la teoría de perturbaciones ordinaria (V. M. Galitskiï 1958). El gas, 
conviene recordarlo, posee repulsión entre las partículas y el esquema descrito en 
$ 6 nos permitió aplicar la teoría de perturbaciones a esta interacción con tal que 
en el resultado final intervenga sólo la amplitud de scattering. 

Como se vio en $ 14, la determinación de la función de Green se reduce al cálculo 
de la función de autoenergía 2,g(P). En la teoría de perturbaciones de primero 
y segundo orden, viene dada por el conjunto de diagramas (14.9) y (14.10). Estos 
diagramas pueden establecerse en la forma 


P-Q 
P È pr EH + | + 
i 
P Paa P 
(a) (b) 
(21.1) 
¿EM E 
| i 
P Paala P 
(c) (d) 


Los diagramas (21.la, b) incluyen los de primer orden (14.10a) y (14.9a) y losde 


ł Puede deducirse la fórmula (2.11) para la masa efectiva a partir de la relación (17.17) y las iden- 
tidades (19.11) y (19.15). 
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segundo orden (14.10b, c) y (14.9b, c); el último difiere del anterior sólo en correc- 
ciones a la línea interna continua. Estas líneas se muestran en trazo grueso en (21.1a, b) 
y, por consiguiente, no deben estar correlacionadas con las funciones de Green 
del gas ideal G, sino con las funciones G corregidas por lo menos hasta los tér- 
minos de primer orden. Los diagramas (21.1c, d) son los diagramas de segundo 
orden (14.10d, e). Todos los diagramas se han sometido a una deformación con 
objeto de aclarar su estructura; son los primeros términos de una serie de diagramas 
en «escalera» con cuatro líneas externas, en cada uno de los cuales se ha «cortocir- 
cuitado» una pareja de líneas externas de dos modos diferentes. 
Calculemos primeramente el diagrama (21.1a). Su expresión analítica es 


[-iZ(B)lla = | U(Q)G(P—0)4*0/Ua), | (21.2) 
Q =: (do, q), P= (w, p); 


se ha omitido el factor común d,g. Integremos en primer lugar respecto a qọ. Puesto 
que el factor U(O) = U(q) no depende de q, y G œ 1/qp,, cuando | qy| > œ, ha 
de describirse con más precisión el modo de integración. Para ello, debemos volver 
al origen del diagrama (21.1a) y observar que la línea continua corresponde a la 
contracción de un par de operadores y que proceden de un operador V. Esto sig- 
nifica que Y y Y+ se toman en el mismo instante y D* está a la izquierda de Y en 
la contracción. Quiere esto decir que en la representación de las coordenadas la 
función G que aparece se toma para t = t, — t > — 0. En la representación de 
los impulsos, esto significa que hay que incluir un factor exp (— iqọf) en el integrando 
de (21.2) y tomar el límite cuando ¿ > — 0. Utilizando a continuación (7.20) te- 
nemos 


[-¿Zla = i | UANO — de/Qny, (21.3) 


en donde N(p) es la función de distribución de partículas. 

La componente de Fourier U(q) depende marcadamente de q sólo cuando 
q z 1/fọ en donde rọ es el alcance del campo U(r); estos valores son ciertamente 
grandes (en el caso de un gas enrarecido) en comparación con pp. Si consideramos 
únicamente valores de | p — pr | < 1/roọ, entonces para estos valores de q tenemos 
N(p — q) = 0. De aquí que U(q) en (21.3) pueda sustituirse por U(0) y extraerse 
fuera de la integral.j La integral resultante es la mitad de la densidad del gas n(u) 
(debido al valor especificado del componente de spin): 


[Z] = —3n(1) U(0). 


+ Se ve fácilmente que el error resultante ha de ser de un orden de magnitud relativo ~ (p pro)” y, 
por tanto, no tiene ninguna influencia incluso sobre los términos del orden siguiente en ppro. 
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El diagrama (21.1b), con la línea continua cerrada, da [2%], = n()U(0). Así 
pues, la contribución a 2' de los dos diagramas es 


[2], o = ynu) UO) = Qa/m ny) a, (21.4) 


siendo a la longitud de scattering definida por (6.2). 

La expresión (21.4) incluye en particular la totalidad del primer efecto. En esta 
aproximación, ha de entenderse n(u) como la densidad del gas ideal nu), de modo 
que 


ZO = [2]0, = Lx/mnOp) a. (21.5) 


Para el cálculo siguiente definiremos una función auxiliar F dada por los diagra- 
mas escalera 


Pay A RA e A (21.6) 


+ o 
Pò a P, B paneas — Ae 


(como es usual, P, + P = Pz + Pa). En forma analítica, 


iFyə, apl Pa, Pa; P,, P,) = ¡0,y0p (FO + FO), (21.7) 
en donde 


iF® = —¡U(P¿—P.,), (21.8) 
¡FO = f GNP”) U( P, — P^) GNP, + Pa — P’) U(P' — Pa) d*P'/(270)1. (21.9) 


Desarrollando ambos diagramas (21.1c), (21.1d) y expresándolos en función de F”, 
se obtiene 


[—i2(Pllo, a = — | GQ) FAP, Q; Q, P) dt0/(27 
+2 | GO(Q) FO(P, Q; P, Q) d'QN27); (21.10) 


las mismas integrales sustituyendo F™® en lugar de F dan (21.5). La diferencia de 
signo entre las dos integrales se debe a la presencia del lazo cerrado en el diagrama 
(21.1d); los factores delta del primer diagrama dan 0,,0,p¿ = 0,4 y los del segundo 
diagrama 0,g0,, = 2ôap. 

Calculemos ahora F(%, Puesto que U(Q) es independiente de qo, la integración 
respecto a Pp se reduce a 


f SAP) GOP, +P,—P') dpij2r. 
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Sustituyendo aquí G(% de (9.9) y utilizando la convergencia de la integral para 
| po] > eo, cerramos el contorno de integración mediante una semicircunferencia 
infinita en un semiplano de la variable compleja pp; la integral es cero a no ser que 
los polos de las dos funciones G% caigan en semiplanos diferentes, es decir, 


sgn (p'—pr) = sgn (| p,+P2—P' | —Pr). (21.11) 
El resultado es 
FA Pa, Pa; Py, Po) 


U(p, — p’) U(p' — ps) sen (p' — pr) d3p' 
DE : f 208 ’? 
w, + w2 + 2u — z [PP +1 +P2—P"*]+10.sgn (p' —pr) e 


(21.12) 


en donde w, = Pio @2 = Pæ- Con objeto de satisfacer la condición (21.11) automá- 
ticamente, debemos sustituir en el numerador del integrando 


sgn (p' —pr) > 1— Op") —0(p, +P2— P), 


siendo 0(p) la función escalón (1.10). 

Hemos visto en $ 16 que una secuencia de diagramas escalera determina (en el 
vacio) la amplitud de scattering mutuo de dos partículas. De aquí que la expre- 
sión (21.12) contenga la corrección a los términos de primer orden de la amplitud 
de scattering. Puede tenerse en cuenta esta corrección sustituyendo en FW (21.8) 


U(p;— pı) > —(473/m) re f (ps, pı). 


en donde fes la amplitud de scatteringt en el vacío, correcta hasta el segundo orden, 
y al mismo tiempo sustrayendo de la expresión F® (21.12) la parte real de su valor 
en el vacío, es decir para pp = 0,u =0 y los valores œw = p,?/2m, w = p2[2m corres- 
pondientes a las energías de dos partículas reales en colisión (las líneas externas «físi- 


+ No ha de confundirse con la función de interacción de las cuasipartículas. 
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cas» del diagrama). Podemos sustituir entonces — re f'por el valor correspondiente 
a la energía cero, es decir, la longitud de scattering a.f Así tenemos, pues, 


FEX Pz, Pa; Py, Po) 
E A E ida dl 
m w, + 0,+24—-—[p'2+(p, +P2—p'*] +10.sgn (p' —pF) 
2m 


2m dip' 


E > AAA AI 
p+p—p?2—(p +p- p} | OF * (21.13) 


El símbolo P del segundo término significa que la integral ha de tomarse como un 
valor principal; éste es el resultado de separar la parte real de la integral mediante 
la regla (8.11). 

Como la expresión (21.13) es simétrica en P, y P,, las dos integrales de (21.10) 
son iguales y 


[—iZ(Pllo, a = | COQ) FAP, Q; P, Q) d0/(2m)1. 


Cuando se sustituye el primer término desde (21.13), la integral respecto a q, es no 
nula si 


sgn (p' —pr) = —sgn (q —Ppr), (21.14) 


de modo que los dos polos del integrando estén de nuevo en diferentes semiplanos 
de q,. Cuando el segundo término se sustituye a partir de (21.13), sólo depende de 
qo el factor G(Q); la integración respecto a q, se lleva a cabo mediante la fórmula 
(7.23) y da NO(q), que es la función de distribución de partículas de un gas ideal 
es decir, la función escalón 0(q). Cuando se reúnen las contribuciones de todos los 
diagramas (21.1a), (21.1d), el resultado es 


2(0, p) = Q7/m) n(u) a+ 20, p), (21.15) 


1 Esta sustitución no pudo hacerse en (21.12) puesto que hubiese originado la divergencia de la in- 
tegral para p’ grande. Después de la sustracción mencionada, la integral converge (para p' — p p) incluso 
con esta sustitución que es, por consiguiente, factible. Se realiza la sustracción de la parte real única- 
mente de la integral (y de acuerdo con ello se cambia U por re f) con objeto de evitar una dificultad con- 
cerniente a la parte imaginaria de la amplitud de dispersión o scattering. La razón es que, en el caso de 
impulsos pequeños, re f se desarrolla en potencias pares del impulso e im f en potencias impares (ver 
MC, $ 132). De aquí que la inclusión de la dependencia de f con el impulso conduciría a correcciones 
de orden relativo (ppa)?, que son despreciables. La sustitución U => — 47%f/m significará, no obstante, 
tener en cuenta la parte imaginaria de f, que lleva a correcciones del orden relativo p pa. 
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en donde 


¿M0, p) 
da [1 — 0(p)— 6(p +4 — pia) — 6(p")] 
j (a) o+u +5 [9*—p"—(p+4—PY]-+10.sgn(p'—ps) 


2m0(q) d% d?p' 
NAT ET AO IN CORRO CO Ut Ca 21.16 
pP+a9-p*"+(p+4-p*[ (2m) ds 
el factor 0(q) — 0(p') del numerador del primer término del meBrando: sustituye 
a — sgn (q — pp) con la condición (21.14). 
En primer lugar observemos que 2' tiene una parte imaginaria. Se separa de 
(21.16) mediante la regla (8.11) y es 


NN (Ey. f (ADL — OPNE — 0P +a- p’) 


3gd3p' 
—[1—0(9)1 09) Op +4—p) ô [o +y +(e -p°-(p+q-— D ; 


(21.17) 


la expresión entre corchetes se transforma teniendo en cuenta que 0?(p) = 0(p). 
Se calcula el espectro de energía de las cuasipartículas, de acuerdo con (14.13), 
en la forma 


e(p) = + a+ 20 (e p): ; (21.18) 


en 22 podemos poner € = p?/2m con la exactitud necesaria. El hecho de que £ 
sea compleja significa que las excitaciones están amortiguadas (im e # 0). 

La presencia de este amortiguamiento expresa la inestabilidad de las cuasipar- 
tículas debido a la posibilidad de su desintegración real. Una cuasipartícula puede 
perder parte de su energía y dar origen así a un par de cuasipartículas (partícula 
y hueco). Consideremos, por ejemplo, el primer término entre corchetes del inte- 
grando de (21.17). A partir de las propiedades de la función escalón resulta que 
este término es no nulo si 


P > pr, |q4+p-P'| > pr,  q=<Dr. 


Estas desigualdades corresponden a procesos en los que una cuasipartícula con 
impulso inicial p (p > pp) entra en un estado p' (p > p' > pp) y el impulso p — p' 
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se transmite a una partícula dentro de la esfera de Fermi (impulso q < pp), que se 
excitan a un estado con impulso q + p — p’ fuera de la esfera de Fermi; dicha tran- 
sición es equivalente a la aparición de dos nuevas excitaciones elementales con 
impulsos — q (hueco) y q + p — p’. La ley de conservación de la energía en este 
proceso se expresa por la función delta en (21.17), en la que w + u actúa como la 
energía inicial de la cuasipartícula e(p): 


e(p) = e(p) +[e(q +p- p) ela); 


aquí es suficiente poner e(p) = p?/2m en la primera aproximación. De acuerdo con 
el significado mencionado, la energía (p) determinada por esta ecuación corresponde 
de hecho a una cuasipartícula fuera de la esfera de Fermi (e > u). 

Análogamente, el segundo término entre corchetes en (21.17) es el resultado de 
procesos en los que se genera un par mediante un hueco. Este término da el amorti- 
guamiento de excitaciones elementales con e < x. En el lenguaje de la técnica dia- 
gramática, está indicada la posibilidad de creación de un par mediante una cuasi- 
partícula por la posibilidad de dividir el diagrama de la función G en dos partes 
cortando a través de tres líneas continuas, una de las cuales esté en sentido opuesto 
a las otras dos. En los diagramas (21.1c) y (21.1d) dichos cortes han de hacerse 
entre las dos líneas a trazos. 

El caso de un gas ligeramente no ideal es especial (en comparación con el caso 
general de cualquier líquido de Fermi) porque el espectro de las cuasipartículas 
en él tiene significado para todos los valores de los impulsos y no sólo cerca de la 
superficie de Fermi: la desintegración de las cuasipartículas (im e) es relativamente 
pequeño, debido a que es relativamente pequeño el «parámetro de comportamiento 
gaseoso» ap». Sin embargo, ahora daremos únicamente el resultado final de los 
cálculos en el caso de las dos situaciones límites. 

Cerca de la superficie de Fermi (| p — pr | < pp), encontramos 


ree = u+(p—pp)pr/m', 


con y deducido de (6.14) y m* de (6.17). En el caso de la desintegración de las cuasi- 
partículas tenemos 


ime=-— (pra? (p—pr} sen (p — pr). (21.19) 


La proporcionalidad entre esta expresión y (p — pp)? tiene un origen obvio: un 
factor p — pr es la anchura de la región en el espacio de los impulsos (una corteza 
delgada) que contiene el impulso de la cuasipartícula después de haber creado un 
par y el otro factor p — pp es la anchura de la capa en la que se crea el par. Debe 
señalarse que estas consideraciones se aplican a cualquier líquido de Fermi (lo cual 
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conviene destacar), de modo que siempre tenemos ime «œ (p — pp)? cerca de la 
superficie de Fermi.j 
En el caso de impulsos grandes p > pp (pero todavía pa < 1), resulta 


_ (PP _; PFP 2 
= (in E pra) ¡22 (ppa}. (21.20) 


En ambos casos el cociente im e/re e es pequeño. El valor máximo de este co- 
ciente se alcanza cuando p ~ pp, pero incluso entonces se tiene — (ppay < 1. 

Finalmente, el valor de la constante de renormalización para la función de Green 
de un gas ligeramente no ideal se calcula del modo siguiente: 


1 a] 


siendo 


(DEA: (21.21) 


tł A temperaturas no nulas, el promedio de esta magnitud respecto a la distribución térmica hace 
que la desintegración sea proporcional a 7?, como se vio en $ 1. 


CAPITULO III 


SUPERFLUIDEZ 


$22. Excitaciones elementales en un líquido de Bose cuántico 


Consideremos a continuación líquidos cuánticos con un espectro de energía de 
un tipo completamente distinto, que puede denominarse espectro de Bose.t 

Este espectro tiene la propiedad de que las excitaciones elementales (que están 
ausentes en el estado fundamental del líquido) pueden aparecer y desaparecer ais- 
ladamente. Pero el momento angular o cinético de cualquier sistema mecánico 
cuántico (en este caso el líquido) sólo puede cambiar en un número entero. De 
aquí que las excitaciones elementales que aparecen aisladamente deben tener mo- 
mentos angulares enteros y, por consiguiente, obedecen a la estadística de Bose. 
Cualquier líquido cuántico compuesto por partículas con spin entero (como el isó- 
topo He* líquido) deben ciertamente tener un espectro de este tipo. 

Para comparación, conviene recordar que en un líquido de Fermi, descrito en 
función del espectro de excitaciones elementales, que están ausentes en el estado 
fundamental (ver el final de $ 1), estas excitaciones sólo pueden aparecer y desapa- 
recer por parejas. Ésta es la razón por la cual las excitaciones elementales de este 
tipo de espectro pueden tener un spin semientero. 

En un líquido cuántico de Bose las excitaciones elementales con impulsos p 
pequeños (longitud de onda larga en comparación con la distancia entre átomos) 
corresponden a ondas sonoras hidrodinámicas ordinarias, es decir, a fonones. Esto 
significa que la energía de dichas cuasipartículas es una función lineal de su impulso: 


EET (22.1) 


en donde u es la velocidad del sonido en el líquido. Esta última viene dada por la 
forma usual «4? = 0P/00 y no es necesario especificar si la derivada se toma a tem- 


+ La teoría de estos líquidos cuánticos fue elaborada por L. D. Landau en los años 1940-1941, in- 
mediatamente después del descubrimiento por P. L. Kapitza de la superfluidez del helio líquido. Estos 
descubrimientos formaron la base de la totalidad de la física moderna de los líquidos cuánticos. 
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peratura constante T o a entropía constante S, puesto que S >0 cuando T — 0.t 

El número de excitaciones elementales en un líquido de Bose tiende a cero cuando 
T > 0 y, a bajas temperaturas, cuando su densidad es suficientemente pequeña, las 
cuasipartículas pueden considerarse como no interactivas entre sí, es decir, como 
constituyendo ur gas de Bose ideal. De aquí que la distribución de equilibrio esta- 
dístico de las excitaciones elementales de un líquido de Bose esté dada por la fórmula 
de la distribución de Bose (con potencial químico cero; cf. la última nota a pie 
de página en $ 1) 


n(p) = [e PIT —1]-1, (22.2) 


Con esta distribución, y conociendo la función (p) para valores pequeños de p, 
podemos calcular las magnitudes termodinámicas para el líquido de temperaturas 
tan próximas al cero absoluto que prácticamente todas las excitaciones elementales 
presentes en el líquido tengan unas energías bajas, es decir, que sean fonones. Las 
fórmulas correspondientes pueden escribirse de modo inmediato a continuación 
mediante el empleo de las expresiones de las magnitudes termodinámicas de un sólido 
a temperaturas bajas (ver Parte 1, $ 64). La única diferencia consiste en que, en lugar 
de las tres direcciones posibles de polarización del sonido en un sólido (una longitu- 
dinal y dos transversales), en un líquido sólo existe una (longitudinal) y de este 
modo todas las expresiones correspondientes a magnitudes termodinámicas hay 
que dividirlas por 3. Por ejemplo, la energía libre del líquido es 


F = F,—V.2a?T*/90(fhuY, (22.3) 
siendo Fo la energía libre en el cero absoluto. La energía del líquido es 


E = E, +V.1T1/30(4u), (22.4) 


y el calor específico 
C = V.21?T3/15(huy, (22.5) 


proporcional al cubo de la temperatura. 

La relación (22.1) que nos da la dispersión de los fonones es únicamente válida 
si es grande la longitud de onda Ā/p de las cuasipartículas en comparación con las 
distancias interatómicas. Cuando el impulso aumenta, la curva de «(p) como es 
natural se desvía respecto a la forma lineal; su forma real depende de la ley de inter- 
acción particular de las moléculas del líquido y, por consiguiente, no puede deter- 
minarse de una forma general. 


j Se ha definido el concepto de fonón en la Parte 1, $5 71 y 72, en el caso de las excitaciones elementales 
en los sólidos. Debe resaltarse que el impulso de una excitación elemental en un sistema microscópica- 
mente homogéneo (un líquido) es el impulso real y no el cuasiimpulso como en el campo periódico de la 
red cristalina de un sólido. 
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En el helio líquido, la relación de dispersión de las excitaciones elementales 
tiene la forma indicada en la figura 2: después de un incremento lineal inicial, la 
función (p) alcanza un máximo, luego decrece y pasa a través de un mínimo para 
un cierto valor del impulso pọ- t En el equilibrio térmico, la mayoría de las excita- 
ciones elementales del líquido tienen energías cerca de los mínimos de «(p), es decir, 
en la región de e pequeña (cerca de € = 0) y en la región de (po). Por consiguiente, 
estas regiones son de una importancia particular. Cerca de p = pp, la función «(p) 
puede desarrollarse en potencias de p — pp. No existe término lineal y tenemos 
hasta los términos de segundo orden 


e =A+(p—poY/2m", (22.6) 


en donde 4 = (pọ) y m* son constantes. Las cuasipartículas de este tipo se deno- 
minan rotones. Sin embargo, conviene resaltar que tanto los fonones como los roto- 
nes son cuasipartículas que corresponden sólo a diferentes partes de la misma curva 
y existe una transición continua de unas a otras. 


€, K 


i 2 3  p/h,WO*cm" 
FIG. 2. 


+ Esta forma del espectro fue sugerida por primera vez por L. D. Landau (1947) a partir de un aná- 
lisis de los resultados experimentales en los que se tuvieron en cuenta las magnitudes termodinámicas 
correspondientes al helio liquido; posteriormente fue confirmada mediante experimentos de dispersión 
de neutrones. 

R. P. Feynman (1954) ha dado una teoria cualitativa de dicho espectro; ver la nota que sigue a (87.5). 
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Los valores empíricos de los parámetros del espectro de energía correspondientes 

al helio líquido (extrapolados a presión nula y densidad p = 0,145 g/cm?) sont 
== 4 y A = 8.7 ` , 
u = 2.4 Xx 101 cm/s, K | (22.7) 


Pl = 1.910 cm-=1, m* = 0.16m (He%). 


Puesto que la energía del rotón siempre incluye la cantidad 4, que es grande 
en comparación con T a temperaturas suficientemente bajas para que haya de con- 
siderarse un «gas de rotones», este gas puede describirse mediante la distribución 
de Boltzmann en lugar de la distribución de Bose. De acuerdo con ello, para calcu- 
lar la parte correspondiente a los rotones en las magnitudes termodinámicas del 
helio líquido podemos empezar con la fórmula que nos da la energía libre de un gas 
de Boltzmann: 


F= -NT 10g Sp | dr, dt = d3p/(Qahy; 


ver Parte 1, §41. En esta fórmula, N ha de considerarse como el número de rotones 
en el líquido, que está determinado a su vez por la condición de equilibrio termodi- 
námico, es decir por la condición de minimo de energía libre. Igualando 0F/0N 
a cero, se tiene para el número de rotones 


N, = V | e—!T dr, (22.8) 
que, como es natural, corresponde a la distribución de Boltzmann con potencial 
químico cero. El valor correspondiente de la energía libre es 

F, =-— VT | e-eIT dr. 
En estas fórmulas ha de sustituirse la expresión (22.6). Como p? > m*T, al in- 
tegrar respecto a p podemos sacar el factor p? fuera de la integral y sustituirlo por 


pi con suficiente exactitud. Al integrar la función exponencial podemos ampliar 
el intervalo de integración desde — oo hasta oo. El resultado es 


2m*T Y! pV 


N, = Onh 


e-4T, F, =-—TN,. (22.9) 


De aquí que la contribución de los rotones a la entropía y al calor específico sea 


3 A 3 A 2 


+ El potencial químico del helio líquido a T = 0 es u = — 7,16 °K. 
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Vemos que la dependencia con la temperatura de la parte debida a los rotones de 
las magnitudes termodinámicas es esencialmente exponencial. A temperaturas sufi- 
cientemente bajas (por debajo de 0,8 °K aproximadamente en el caso del helio li- 
quido), la parte debida a los rotones es, por consiguiente, menor que la atribuida 
a los fonones, mientras que a temperaturas altas se invierten las posiciones y es 
mayor la contribución de los rotones que la de los fonones. 


$ 23. Superfluidez 


Un líquido cuántico con un espectro de energía del tipo descrito anteriormente 
posee una notable propiedad conocida como superfluidez; es la propiedad de fluir 
a través de capilares estrechos o rendijas sin presentar viscosidad. Consideremos en 
primer lugar un líquido en el cero absoluto, a cuya temperatura el líquido está en su 
estado fundamental. 

Consideremos un líquido que fluye a lo largo de un capilar con una velocidad 
constante v. Debido al rozamiento con las paredes del tubo y al rozamiento o fric- 
ción dentro del mismo líquido, la presencia de la viscosidad produciría el efecto de 
disipar la energía cinética del líquido y de este modo el flujo iría haciéndose cada 
vez más lento. 

Será más conveniente estudiar el flujo en un sistema coordenado que se mueva 
con el líquido. En dicho sistema el helio líquido está en reposo y las paredes del 
capilar se mueven con velocidad — v. Si existe viscosidad, el líquido en reposo 
debe empezar a moverse también. Es físicamente evidente que el arrastre del líquido 
por las paredes del tubo no puede iniciar el movimiento global del líquido. El movi- 
miento debe surgir de una excitación gradual de los movimientos internos, esto es, 
mediante la aparición de excitaciones elementales en el líquido. 

Supongamos que en el líquido aparece una sola excitación elemental con impulso 
p y energía e(p). Entonces la energía E, del líquido (en el sistema coordenado en el 
que inicialmente estaba en reposo) es igual a la energía e de la excitación y su im- 
pulso P, es igual a p. Volvamos al sistema coordenado en el que está en reposo el 
capilar. De acuerdo con las fórmulas familiares de la mecánica para la transformación 
de la energía y del impulso, obtenemos para la energía E y el impulso P del líquido 
en este sistema 


E = E+Po.y+4 Mv,  P=|P,+My, (23.1) 
siendo M la masa del líquido. Sustituyendo E, y P, por e y p, tenemos 


E=e+p.v+3M0v. (23.2) 


El término 4Mv? es la energía cinética original del líquido que fluye; la expre- 
sión e + p*v es la variación de energía debida a la aparición de la excitación. Esta 
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variación debe ser negativa, puesto que debe disminuir la energía del líquido móvil: 
e + p:v<0O,. 

En el caso de un valor dado de p, la cantidad que hay en el primer miembro 
de esta desigualdad es un mínimo cuando p y v son antiparalelos; así pues, debemos 
siempre considerar que € — pv < 0, o sea, 


Esta desigualdad debe satisfacerse para ciertos valores por lo menos del impulso 
p de la excitación elemental. De aquí que la condición final para que sea posible 
la presencia de excitaciones en el líquido cuando se mueve a lo largo del capilar, 
se obtiene hallando el mínimo de e/p. Geométricamente el cociente e/p es la pendiente 
de la recta dibujada desde el origen (en el plano pe) hasta un punto determinado de 
la curva «(p). Su valor mínimo viene dado claramente por el punto en que la línea 
trazada desde el origen resulta tangente a la curva. Si este mínimo no es cero, en- 
tonces no pueden aparecer en el líquido excitaciones si las velocidades de flujo 
están por debajo de un cierto valor determinado. Esto significa que el líquido fuirá 
sin disminuir su velocidad, es decir, que el líquido presenta el fenómeno de super- 
fluidez. 

La condición que acabamos de deducir para la presencia de la superfluidez es 
equivalente esencialmente al requisito de que la curva «(p) no toque al eje de abscisas 
en el origen (ignorando la improbable posibilidad de que toque a este eje en algún 
otro punto). Así pues, cualquier espectro, en el que sean fonones las excitaciones 
suficientemente pequeñas, originará la superfluidez. 

Consideremos a continuación el mismo líquido a una temperatura distinta del 
cero absoluto (pero próxima a él). En este caso el líquido contiene excitaciones 
y no está en su estado fundamental. 

Los razonamientos dados anteriormente siguen siendo válidos, puesto que en 
ellos no se hizo uso directo del hecho de que el líquido estaba originalmente en el 
estado fundamental. Cuando se satisface la condición anterior, el movimiento del 
líquido respecto a las paredes del tubo siguen todavía sin poder originar la apari- 
ción de nuevas excitaciones elementales en él. Sin embargo, es necesario aclarar 
el efecto de las excitaciones ya presentes en el líquido. 

Para esto, imaginemos que el «gas de cuasipartículas» se mueve como un todo 
respecto al líquido con una velocidad de traslación v. Se obtiene la función de dis- 
tribución correspondiente al gas que se mueve como un todo a partir de la función 
de distribución n(s) para el gas en reposo, sustituyendo la energía de una partícula e 
por e — p-v, siendo p el impulso de la partícula. En el caso de un gas ordinario 
esto es una consecuencia directa del principio de relatividad de Galileo, y se demues- 
tra mediante un simple cambio de coordenadas, pero en el caso presente no pueden 
aplicarse directamente estos argumentos, puesto que el gas de cuasipartículas se 
está moviendo, no en el vacío sino «a través del líquido». Sin embargo, el enunciado 
sigue siendo válido como puede verse mediante el razonamiento siguiente. 
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Supongamos que el gas de excitaciones se está moviendo respecto al gas con 
velocidad v. Tomemos un sistema coordenado con el gas globalmente en reposo 
y por tanto, con el líquido moviéndose con velocidad — v (sistema K). De acuerdo 
con la fórmula de transformación (23.1), la energía E del líquido en el sistema K 
está relacionada con la energía en el sistema K,, en donde el líquido está en reposo, 
por 


E = Ey —Po.v+2Mv?. 


Supongamos que en el líquido surge una excitación elemental de energía «(p) 
en Kọ. Entonces la energía adicional del líquido en K es e — p-v y esto demuestra 
el enunciado. 


Así pues, el impulso total de gas de cuasipartículas por unidad de volumen es 
P= f pn(e—p . v) dr. 


Admitamos que la velocidad v es pequeña y desarrollemos el integrando en poten- 
cias de py. El término de orden cero se anula al integrar respecto a las direcciones 
del vector p, quedando 


P=- fre» de) dr, 


o sea, al promediar respecto a las direcciones de p, 


1 dn 
P = 3 "| (- T) p? dr. (23.4) 


En primer lugar se ve que el movimiento del gas de cuasipartículas está acom- 
pañado de una transferencia de masa: la masa efectiva por unidad de volumen 
del gas está determinada por el coeficiente de proporcionalidad entre el impulso 
P y la velocidad v en (23.4). Por otra parte, en el flujo de un líquido a lo largo (por 
ejemplo) de un capilar, no existe nada que impida que las cuasipartículas choquen 
con las paredes del tubo e intercambien impulso con ellas. En consecuencia, el gas 
de excitaciones verá disminuir su velocidad como cualquier gas ordinario que fluye 
por un capilar. 

Así pues, tenemos el siguiente resultado fundamental. A temperaturas no nulas, 
parte de la masa del líquido se comportará como un líquido viscoso normal que se 
«pega» cuando se mueve a lo largo de las paredes del recipiente; la parte restante 
de la masa se comportará como un superfluido sin viscosidad. Aquí adquiere mucha 


t En el caso de las cuasipartículas en un líquido de Bose, n(e) es la distribución (22.2). Debe señalarse 


que la condición de superfluidez v < e/p es necesaria para que n(e — p v) sea positiva y finita en todas 
las energías. 
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importancia el que no exista rozamiento entre las dos partes de la masa del líquido 
cuando pasan «una a través de la otra», es decir que no exista transferencia de 
impulso de una parte a la otra. En efecto, la existencia de dicho movimiento de una 
parte de la masa del líquido respecto a la otra se ha deducido considerando el equi- 
librio estadístico de un gas de excitaciones en movimiento uniforme. Pero si puede 
presentarse cualquier movimiento relativo en un estado de equilibrio térmico, éste 
no viene acompañado de rozamiento. 

Debe resaltarse que la consideración del líquido como una «mezcla» de «partes» 
normal y superfluida es simplemente una forma de hablar que resulta conveniente 
para la descripción del fenómeno en un líquido cuántico. Como cualquier descrip- 
ción de los efectos cuánticos en términos clásicos, ésta no es totalmente adecuada. 
No significa en absoluto que pueda separarse el líquido realmente en dos partes. 
En realidad debemos decir que en un líquido de Bose cuántico pueden existir si- 
multáneamente dos movimientos, cada uno de los cuales tiene una «masa efectiva» 
correspondiente tal que la suma de estas dos masas es igual a la masa total real del 
líquido. Uno de estos movimientos es «normal», es decir, tiene las mismas propie- 
dades que las de un líquido viscoso ordinario; la otra es «superfluida». Los dos 
movimientos se producen sin ninguna transferencia de impulso del uno al otro. 

Así pues, en el sentido termodinámico la densidad de un líquido de Bose puede 
escribirse como una suma o = 0, + 0, de partes normal y superfluida. correspon- 
diendo a cada una de ellas una velocidad hidrodinámica v, O v,„ Una propiedad 
importante del movimiento superfluido es que se trata de un flujo potencial: 


rot y, =0. (23.5) 


Esta propiedad es la expresión macroscópica del hecho de que las excitaciones ele- 
mentales con longitudes de onda largas (es decir, con impulsos pequeños) son cuan- 
tos de sonido (fonones). De aquí que la hidrodinámica macroscópica del movimiento 
superfluido no debe permitir otras vibraciones que las acústicas,f como se asegura 
por la condición (23.5); se considerará en $26 * la prueba de esta condición. 

Cuando T =0, la parte normal de la densidad es o, = 0; el líquido sólo puede 
tener movimiento superfluido. En el caso de temperaturas no nulas, o, viene dado 
por (23.4): 


Qn = 3 (- a p“ dr. (23.6) 


y El líquido se supone infinito. Cuando existe una superficie libre, son también posibles ondas de 
capilaridad superficiales y esto conduce a una dependencia definida con la temperatura de la tensión 
superficial; ver problema 1. 

i En MF, capítulo XVI, se da una detallada descripción de la hidrodinámica de un superfluido. 
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Para calcular la contribución de los fonones a 0,, haremos en (23.6) e = up: 


oo 


M o 4p? dp 
a 


0 
y se obtiene al integrar por partes, 


_ 4 i 4mp dp 4 
(On)ph = 3u | nP -Onh = u | en dr. 
0 


El resto de la integral coincide con la energía del gas de fonones por unidad de 
volumen; tomado su valor de (22.4) tenemos finalmente 


(On)pn = 4Epr/ 3V 
= mT 4/45h3u5. (23.7) 


Para calcular la contribución de los rotones a o, obsérvese que, como los rotones 
pueden describirse mediante una distribución de Boltzmann, para ellos dn/de = 
= — njT y según (23.6) 


1 p? N, 
= — 2 == =_— 
(01) 3T E n dí TV" 


Como p? = pa con suficiente exactitud, se tiene, tomando N, de (22.9), 


— DN, Ym 
(er) = -377 = Onpa rage E (23.8) 


A temperaturas muy bajas, la contribución de los fonones a o, es grande en com- 
paración con la contribución de los rotones. Resultan comparables a 0,6 °K apro- 
ximadamente y a temperaturas superiores predomina la contribución de los rotones. 

Cuando aumenta la temperatura, se transforma en normal una fracción creciente 
de la masa del fluido. En el punto en que o, = o la propiedad de la superfluidez 
desaparece completamente. Este punto se denomina punto 4 del líquido y es un punto 
de transición de fase de segundo orden.f Las fórmulas cuantitativas (23.7) y (23.8) 
son inaplicables, como es natural, cerca del punto 2, en donde resulta grande la 
concentración de cuasipartículas, de modo que incluso el propio concepto de cuasi- 
partícula resulta casi carente de significado. 


+ El helio líquido se denomina helio 11 a temperaturas por debajo de este punto. Los puntos 2 for- 
man una curva en el diagrama de fases en el plano PT. Esta curva corta a la curva de equilibrio liquido- 
vapor a 2,19°K. 
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También podemos considerar el comportamiento de losátomos de sustancias 
disueltas en helio líquido; se supone que la concentración de la impureza es tan 
baja que sus átomos puede considerarse que no interaccionan entre sí (L. D. Lan- 
dau e I. Ya. Pomeranchuk 1948). 

La presencia de un átomo extraño en el líquido da origen a una nueva rama del 
espectro de energía correspondiente al movimiento de este átomo a través del lí- 
quido; naturalmente, debido a la intensa interacción entre el átomo de impureza 
y los átomos del líquido, este movimiento es realmente un efecto colectivo en el 
que también toman parte los átomos del líquido. A este movimiento puede adscri- 
bírsele un impulso conservado p resultante. Así pues, aparecen cuasipartículas de 
un nuevo tipo en el líquido, cuyo número es igual al número de átomos de impureza 
y cuya energía gimplp) es una función definida del impulso. En el equilibrio térmico, 
la energía de estas cuasipartículas está concentrada cerca del mínimo más bajo de 
la función £imp(p). En la práctica sólo nos suele interesar la impureza del isótopo 
He? y los resultados empíricos muestran que este mínimo está en p = 0; cerca de 
este punto la energía de la cuasipartícula es 


£impl P) = p*/ 2Mimp» (23.9) 
con la masa efectiva mžnp igual a 2,8 veces la masa del átomo de He?. 

Las cuasipartículas de las impurezas interaccionan con los fonones y rotones 
cuando colisionan con ellos y, por consiguiente, pertenecen a la parte normal del 
líquido. Debido a su baja concentración, su distribución térmica es del tipo de 
Boltzmann y su contribución a ọ„, determinada a partir de (23.6), es 

Nimo P” a Niar g (23.10) 


(On)imp = V 3T E V Mimp» 


en donde Nimp/V es el número de átomos de impureza por unidad de volumen. 


PROBLEMAS 


ProsLemMAa 1. Hallar la dependencia límite con la temperatura del coeficiente de tensión su- 
perficial œ del helio líquido cerca del cero absoluto (K. R. Atkins 1953). 

SoLución. El coeficiente « es la energía libre por unidad de área de la superficie del líquido; 
ver Parte 1 (154.6). Se calcula como en la Parte 1 (64.1) en donde las frecuencias wa están relacio- 
nadas ahora con las vibraciones superficiales. En el caso bidimensional, el paso de suma a integra- 
ción (respecto a los vectores de onda de las vibraciones) se efectúa incluyendo un factor d?k/(Qm)? 
o 2akdk|(27}. La integración por partes da 


a = do+T f log (1—e=%v17) k dk/2: 
h f k? dw 


= Ao 


la 


eholT—] > 


siendo « la tensión superficial a F = 0. A temperaturas suficientemente bajas, sólo son importantes 
las vibraciones con frecuencias bajas (es decir, longitudes de onda largas). Dichas vibraciones son 
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ondas hidrodinámicas de capilaridad, para las cuales œ? = xk3/p ~% ayk?/p (siendo p la densidad 
del líquido). De aquí que 


h o 2/3 pd wth do : 
carla) | aro 


puesto que la integral converge rápidamente, puede sustituirse el límite superior por infinito. El 
cálculo de la integral (ver la nota en Parte 1, $ 58) da 


E 
AAA a 1(13) 8(113) 


= &o— 0.13 T7 9213/4413 ag. 


A = Ap— 


Ésta se aplica al He! líquido a temperaturas tan bajas que puede considerarse como superfluida la 
totalidad de la masa del líquido.t 


PROBLEMA 2. Hallar la relación de dispersión Simp(p) para partículas de impureza en un super- 
fluido si se conoce su forma s(Ap(p) en un líquido en reposo (J. Bardeen, G. Baym y D. Pines 1967). 


SOLUCIÓN. Después de la adición el líquido en reposo (T = 0) de un átomo de impureza con 
masa m e impulso po, la energía e impulso del líquido, en el sistema coordenado en que estaba ori- 
ginalmente en reposo, son respectivamente E, = elpl po), Po = Po. En coordenadas tales que el 
líquido se esté moviendo con velocidad v? tenemos según (23.1) 


E = eQ (P) +P v+} (M+m) v, P=pp+(M+m)y. 


De aquí resulta que las variaciones de la energia e impulso del líquido móvil cuando se añade un 
átomo de impureza al mismo son 


(0) A 
Emp = Eimpl[Po)+Po-V+Emv?, P = Potm. 
Expresando €imp en función de p, se tiene 
— ¿0 1 5 
€imp(D) = Eimp(P— MV)+P .V— 4mo. 


En el caso de v pequeña, y hasta términos del primer orden, con un espectro de la forma (23.9), 
resulta 


2 
EmplD) = E +v.p(1- = ). 
p imp 


$ 24. Fonones en un líquido 


Cuando pasamos de la descripción clásica de las ondas sonoras al concepto 
cuántico de los fonones, se sustituyen las magnitudes hidrodinámicas (densidad, 


+ En un líquido de Fermi (He? líquido) no existen ondas de capilaridad del tipo considerado (como 
las ondas de volumen del sonido ordinario), puesto que la viscosidad aumenta sin límite cuando T — 0. 
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velocidad del líquido, etc.) por operadores que puedan expresarse en función de 
los operadores de aniquilación y creación de fonones ¿,, €; . Deduciremos a con- 
tinuación estas expresiones. 

En primer lugar, recordemos que en la descripción clásica de una onda sonora 
la densidad del líquido sufre pequeñas oscilaciones cuyas frecuencias y vectores 
de onda están relacionados por w = uk. La velocidad v del líquido es una cantidad 
del mismo orden de magnitud que la parte variable ọ' = 0 — o, de la densidad 
(en donde o, es el valor de equilibrio de la densidad). El movimiento del líquido 
en la onda corresponde a un flujo potencial, es decir, puede describirse mediante 
un potencial de velocidad escalar que determina la velocidad de acuerdo con la 
expresión 


y = VO. (24.1) 

La velocidad y la densidad están relacionadas entre sí por la ecuación de conti- 
nuidad 00'/0t = — div (ov) % — op div v, O 

00'/0t = — Ad. (24.2) 


La energía del líquido en la onda sonora viene dada por la integral 


E = | (5 00v? +u%0'2/20) dix. (24.3) 


El primer término del integrando es la densidad de energía cinética mientras que 
el segundo es la densidad de energía interna; ambas dependen del cuadrado de las 
pequeñas cantidades y y o”. 

El procedimiento de cuantización siguiente podría llevarse a efecto de un modo 
totalmente igual al que se utiliza en el caso de los fonones en los cristales sólidos 
(ver Parte 1, $72). Sin embargo, emprenderemos una ruta ligeramente diferente, 
que ilustra algunos puntos muy instructivos de la metodología a seguir. Considere- 
mos en primer lugar los operadores de la velocidad y densidad del líquido en función 
de variables microscópicas, las coordenadas de las partículas. 

En la teoría clásica, la densidad o y la densidad de flujo másico j del líquido 
pueden escribirse como sumas 


o(r) = 2 mad(r¿—r), jŒ) = Y paô(fa — r), 


extendidas a todas las partículas, siendo r, y p, los vectores de posición y los impul- 
sos de las partículas. Las integrales de estas funciones sobre un volumen cualquiera 
dan la masa total y el impulso total del líquido en dicho volumen. Cuando pasamos 
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a la teoría cuántica, se sustituyen estas funciones por los operadores correspondien- 
tes. El operador densidad tiene la misma forma: 


ôlr) = Y Maô(fa— r); (24.4) 


el operador densidad de corriente es 
10) = 3) {Daða — r) + Ôlra — r) Pa)» (24.5) 


siendo ĵ, = — ihV, el operador impulso de la partícula.? 

Obtengamos la regla de conmutación para los operadores j ir) y ó(r”) tomados en 
los puntos r y r': por brevedad, consideraremos sólo un término de las sumas (24.4) 
y (24.5), puesto que los operadores correspondientes a diferentes partículas conmu- 
tan. En el desarrollo del conmutador, los operadores de la forma d(r, — r) Y ¡0(r, —r') 
se transforman del modo siguiente: 


ôr, — r) v¡ó(r, —r') = ó(r, — rn (vó(r—r')) + 0(r, —r) òlr —r) Va, 


en el primer sumando, Vó(r — r’) designa simplemente el gradiente de la función 
delta; debido a la presencia del factor d(r, — r), podemos sustituir V,0(r, — r’) 
por Vó(r — r’) en dicho término. El resultado es 


i) (1) — êl) iE) = — ó(vó(r—r)). (24.6) 


A continuación, en lugar de j, utilicemos el operador de la velocidad del líquido ?, 
definido por 


j=3(69+90). 


La regla de conmutación para los operadores ô y $ queda determinada por el re- 
quisito de que se obtenga la expresión (24.6) para el conmutador de ¿6 y j, Se com- 
prueba fácilmente que para conseguir este resultado debemos poner 


(E) ôC’) — ôC’) Ur) = —i(VÓ(r —r')), 


uN Por sencillez supongamos que el sistema se compone de una sola partícula. Promediando el opera- 
dor olr) = = mô(r, — r) sobre el estado con función de onda yt) se tiene S y*m fyr )dx = m | y(r) |? 
como debería ser. Análogamente, promediando el operador 10) se tiene la expresión correcta para la 
densidad de corriente 


A/D) TOP Vet). 
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utilizando la evidente conmutatividad de los operadores ô(r) y ô(r'). Finalmente 
poniendo (r) = vó(r), se tiene la regla de conmutación para los operadores de 
densidad y del potencial de la velocidad: 


PO) 5) 61) É) = — ihô(r— r’); (24.7) 


como es natural ahora debemos sustituir ô por el operador 6' =- Ô — o, de la parte 
variable de la densidad. La regla (24.7) es análoga a la de los operadores de las 
coordenadas e impulsos de las partículas; en este sentido, o” y $ actúan aquí como 
«coordenadas» e «impulsos» generalizados canónicamente conjugados. 

Habiendo utilizado las expresiones (24. 4) y (24.5) para establecer la regla (24.7), 
podemos ahora escribir los operadores $ y ó' en la representación de la segunda 
cuantización (es decir, expresarlos en función de los operadores de aniquilación 
y creación de fonones), con el requisito de que satisfagan la regla (24.7). Para ello, 
escribamos 


A 1 a XA i 
p(r) = JO È (Ark e't- 4 Akêk ia 
k 


con coeficientes A, todavía sin determinar; la suma se extiende a todos los valores 
del vector de onda que son posibles en el caso de un líquido con un volumen grande 
pero finito V.t Los operadores é, y €; satisfacen las reglas de conmutación de Bose 


kêk — ĉitêk = Ôkw. (24.8) 


Para posterior referencia, los elementos no nulos de la matriz de estos operadores 
son 


(nk — 1 16x | 1) = (n| êk | n — 1) = Vig, (24.9) 


siendo ną los números de ocupación de los estados de fonones. 

Sin embargo, posteriormente se necesitará no el operador de Schrödinger $(r) 
sino el operador de Heisenberg ĝ(t, r). Éste se obtiene a partir de $(r) incluyendo 
simplemente los factores exp (+ iwt) con frecuencias w = uk en cada término de 
la suma 


He, r) = m? Y (Arón ell -rku y Ater ei . ku); 


t A diferencia de los operadores y de las partículas, el operador de la magnitud real $ es hermítico 
y contiene tanto operadores de creación como operadores de destrucción de fonones. Esta propiedad 
(como la propiedad correspondiente de los operadores de campo en la electrodinámica cuántica) se debe 
a la no conservación del número de «partículas» en el campo de fonones. 
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cf. el comentario de interés en este punto dado al principio del $ 9 sobre los ope- 
radores y. El operador densidad 6'(t, r) debe estar relacionado con ĝ(t,r) por (24.2) 
y, por consiguiente, viene dado por una suma semejante con factores ¡A,0pk/u en 
lugar de A,. Los factores A, deben determinarse entonces de modo que satisfagan 
la regla de conmutación (24.7). Esto nos da las siguientes expresiones finales: 


Hi r) = È a) (& eik- i~ukt) y ê ei .r—ukt)), 
? ~= \ 2V ook 


ohik \ 3/2 (24.10) 
ô'(t,r)= >» i Sa) ĉr iE- 1—ek) e e—ik -r—ukt)), 
ema = Lilu) ( i ) 


En efecto, al sustituir estas expresiones a la izquierda de (24.7) y al utilizar (24.8), 
se obtiene la función delta requerida: 


— ih — Y (&ât — Ey) eli E 


(E ih V dk 
= LV eik. (7) >, elk .(—r) = —ihó(r —r'). 
y 2 a (27)? 


También es fácil ver que el hamiltoniano del líquido, obtenido al sustituir Y = 
= vé y Ú en lugar de v y o' en la integral (24.3), tiene la forma 


Ê = Z ui â+ Cu +3) 


como es lógico; sus valores propios son Zuhik(n, + 3), de acuerdo con el concepto 
de fonones que tienen las energías e = ufhik. 

La expresión (24.3) correspondiente a la energía de un líquido en una onda so- 
nora se compone de los primeros términos (después del orden cero) de un desarrollo 
de la expresión exacta 


E = | [3 ev? + ee(o)] d%x, 


en donde e(ọ) es la energía interna del líquido por unidad ge masa. Esta integral, 
si sustituimos y y o por los operadores Y = VÓ y ô= 0o +6', con È y Ô’ tomados 
de (24.14), actúa como el hamiltoniano exacto del líquido: 


A = | [59.09+6e(0)] d*x; (24.11) 


; E ¿ : y la a 

el operador de energía cinética se escribe en la forma simetrizada -3Y . 0Y, de modo 
que ha de ser hermítico. Aquí resulta importante el que o y $ sean «coordenadas 
e impulsos generalizados» canónicamente conjugados, en función de los cuales debe 
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expresarse el hamiltoniano. Esto puede verse si se tiene en cuenta que es exacta 
la regla de conmutación (24.7) satisfecha por los operadores (24.10); en su deduc- 
ción no se ha utilizado el hecho de que las oscilaciones fuesen pequeñas. 

Los términos de grado superior (tercero, etc.) del desarrollo de este hamiltoniano 
representan la anarmonicidad de las vibraciones sonoras, es decir, en función de 
la descripción de fonones, describen la interacción de los fonones. Tienen elementos 
de matriz no nulos en el caso de transiciones con modificación simultánea de los 
números de ocupación de varios fonones y actúan así como una perturbación que 
origina diversos procesos de dispersión o scattering y desintegración. Los elementos 
matriciales de los operadores c, y c% tienen como es natural la forma previa (24.9) 
puesto que la representación utilizada (como siempre en la teoría de perturbaciones) 
es aquélla en la que el hamiltoniano sin perturbar es diagonal. Los términos de 
tercer y cuarto órdenes son 


, Lo fd Wg’ 
BW = zoea 5) | dx, 24.12 
E S doo 00) 6 ( ) 
. 1/d u 
(4 = —— TEO A14 g3 
AO => (a E dix. (24.13) 


§ 25. Gas de Bose casi ideal degenerado 


Las propiedades fundamentales del espectro de energia tipo Bose resultan claras 
a partir del modelo de un gas de Bose ligeramente no ideal a una temperatura casi 
cero. En la presente sección se considerará este modelo del mismo modo que se con- 
sideró en $ 6 en el caso de un gas de Fermi.t También se aplica aquí la totalidad 
de la discusión realizada en $ 6 relacionada con las características generales de los 
modelos de un gas casi ideal degenerado. En particular, la condición de ser sólo 
ligeramente no ideal [de modo que el parámetro gaseoso a(N/V) < 1, siendo a la 
longitud de scattering] puede ponerse de nuevo en la forma de la condición (6.1) 
es decir el impulso de la partícula es pequeño: pa/h < 1.1 

El hamiltoniano del sistema de bosones (supuestos sin spin) que interaccionan 
en parejas difiere de (6.6) sólo por la ausencia de los subíndices de spin: 


e p? A 1 ; : elos o i 
H = Y 5y; o de + È (PiP | U | Pi Pa) Goiápidnrdo,, (25.1) 


t El método dado a continuación se debe. a N. N. Bogolyubov (1947). Su aplicación al gas de Bose 
fue la primera deducción microscópica consistente del espectro de energía de los «líquidos cuánticos». 

t Veremos a continuación que en un gas degenerado de Bose, la mayoría de las partículas (fuera del 
«condensado») tienen impulsos p ~ h/aN/V, para los que esta desigualdad ciertamente se satisface. 
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con la suma extendida a todos los impulsos que aparecen como subíndices. Los 
operadores de aniquilación y creación de partículas obedecen ahora las reglas de 
conmutación 


Como en $ 6, hagamos de nuevo la hipótesis de que son pequeños los impulsos y sus- 
tituyamos todos los elementos de matriz en (25.1) por sus valores en el caso de im- 
pulsos cero; entonces 


A cs ES 
= EL 870 +0 Y as (25.2) 


El punto de partida para la aplicación de la teoría de perturbaciones a este 
hamiltoniano es el hecho siguiente. En el estado fundamental de un gas ideal de 
Bose, todas las partículas están en el condensado, es decir, en el estado de ener- 
gía cero; los números de ocupación son N= = No = N, N, = = 0 parap 0 (ver 
Parte 1, § 62). En un gas casi ideal, en el estado fundamental y en los estados débil- 
mente excitados, los números N, no son cero, pero son muy pequeños en compara- 
ción con los números macroscópicamente grandes N,. El hecho de que la cantidad 
áydy = N, % N sea muy grande en comparación con la unidad significa que la 
- expresión 


es pequeña comparada con los propios â, y âf, que pueden considerarse por tanto 
como números ordinarios (iguales a /N,), despreciándose su no conmutatividad. 
La aplicación de la teoría de perturbaciones ahora significa formalmente el desa- 
rrollo de la suma cuádruple en (25.2) en potencias de las pequeñas cantidades á,, 
ás(p 4 0). El término de orden cero del desarrollo es 


do âg âoĝo = ab. (25.3) 


Los términos de primer orden son nulos (puesto que no pueden satisfacer la ley 
de conservación del impulso). Los términos de segundo orden son 


a Y» (dd +â ât, +44 di): (25.4) 
px*0 
Tomando únicamente los términos de segundo orden, podemos reemplazar 
az = No en (25.4) por el número total de partículas N. En (25.3) debe utilizarse la 
relación más exacta 
a + È & â =N 


DA 
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La suma de (25.3) y (25.4) es entonces 
N?+N Y, (âp +47 Â p +24 dp), 
px0 
y al sustituir en (25.2) se obtiene la siguiente expresión para el hamiltoniano: 


N2 


H = zy 


Parar 210 Y (Gân tatit t2âtâ) (25.5) 
Uo + 2 mn p Up + 27 o på —p T Up Up p Âb). ( , 

El primer término de esta expresión da, en primera aproximación, la energía 
E, del estado fundamental del gas y su derivada respecto a N el potencial químico 
paT=0: 


E, = N%U0/2V, u = NUY. (25.6) 


Los términos restantes en (25.5) dan la corrección a E, y el espectro de los estados 
débilmente excitados del gas. 

La integral U, en (25.5) ha de expresarse todavía en función de una magnitud 
física real, la longitud de scattering a. En los términos de segundo orden esto puede 
hacerse directamente a partir de la fórmula (6.2): U, = 4x1 h%a]m. Sin embargo, 
en el primer término se necesita la fórmula más exacta (6.5), la cual tiene en cuenta 
la segunda aproximación de Born a la amplitud de scattering. Aquí estamos consi- 
derando la colisión de dos partículas en el condensado y de acuerdo con ello en la 


suma de (6.5) debemos poner p; = P; = 0, pi = — P: = p, de modo que 
4rh?a 4xñ?a 1 
Uo = 1+ —|. 
m ( V o 5) 


Al sustituir en (25.5) tenemos para el hamiltoniano 


Ĥ = 


2nñ?a N? 4rzh?a 1 
m y ( T V 2, z) 

2rh?a N 
m V 


2 
Y (&â-p+âtât,+2â âp) + LE Ata (257) 
px0 p <M 


Para determinar los niveles de energía, debemos poner el hamiltoniano en su 
forma diagonal; esto puede hacerse mediante una transformación lineal adecuada 
de los operadores á,, âp. Con los nuevos operadores bp y bi definidos por 


Âp = Ub t Uppt ÂF = Ub? + Vpb- 
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y la exigencia de que satisfagan las mismas relaciones de conmutación 
bby — byb, =0, bob; —bb, = Ösp 


A A LA . . 2 2 EN 
que los â, y á; (se ve fácilmente que para ello debe cumplirse que u — V = 1), 
podemos escribir la transformación lineal como 


p- bthbt g IED, 
b5 vi- PAD a 


La magnitud L, debe definirse de modo que elimine del hamiltoniano los términos 
no diagonales b,b_, and bbt. cálculo simple de 


1 p? > 
Do PD a T (aa 
con la notación 
e(p) = [u?p?4-(p2/2m)?]12, (25.10) 
u = (4rh?aN/mV "2, (25.11) 
El hamiltoniano es entonces 
Å= + Ze e(p) bi bp, (25.12) 
en donde 
1 1 A A l. (25.13) 
E, = grme y, (90) EA 


La forma del hamiltoniano y las relaciones de conmutación de Bose para los 
operadores bp» b+ nos permite obtener la conclusión de que b y bp son operadores 
de creación y aniquilación para cuasipartículas con energía e(p) que obedecen a la 
estadística de Bose. Los valores propios del operador diagonal bt b, representan 
los números n, de cuasipartículas con impulso p y la fórmula (25.10) da la dependen- 
cia existente entre su energía y el impulso. (Se designan de nuevo los números de 
ocupación de las cuasipartículas mediante n, para evitar confusiones con los números 
de ocupación N, de las partículas reales del gas.) Esto determina por completo el 
espectro de energía de los estados débilmente excitados del gas en cuestión. 

La magnitud E, es la energía del estado fundamental del gas. Sustituyendo la 
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suma respecto a valores discretos de p (en el volumen V) por la integración respecto 
a Vd?p/(Qh) y completando los cálculos se obtiene la expresión 


(25.14) 


2nh?%aN? 128 y aN 
E El 


mV 15 ny 
(T. D. Lee y C. N. Yang 1957). El potencial químico del gas (a T = 0) es en corres- 
pondencia 


dE, A4Arh?aN 32 aN 
i E a aaea (25.15) 
Estas fórmulas dan los dos primeros términos de un desarrollo en potencias de 
(a N| V)"2. Sin embargo, ni siquiera el término siguiente puede obtenerse por el 
método anterior. Debe contener el volumen en la forma V~? y una magnitud de este 
orden depende tanto de triples colisiones como de colisiones por pares. 

En el caso de impulsos grandes (p > mu) la energía de la cuasipartícula (25.10) 
tiende a p?/2m, es decir a la energía cinética de una partícula individual de gas. 

En el caso de impulsos pequeños (p < mu) tenemos e = up. Es fácil ver que el 
coeficiente u coincide con la velocidad del sonido en el gas, de modo que esta ex- 
presión corresponde a fonones de acuerdo con los teoremas generales de $ 22. A 
T = 0, la energía libre es igual a E; tomando el término principal del desarrollo 
de esta última, encontramos la presión 


P = —0E/0V = 21hñ*?aN?/mV?. 


La velocidad del sonido es u = //9P/00 en donde e = mNJV es la densidad del gas; 
es la misma velocidad que (25.11). 

En el modelo de gas de Bose que estamos considerando, la longitud de scattering 
debe ser necesariamente positiva (en el caso de una interacción repulsiva entre par- 
tículas). Esto puede verse formalmente teniendo en cuenta que si a < 0 debería 
aparecer en las fórmulas anteriores términos imaginarios. El significado termodiná- 
mico de la condición a > 0 es que resulta necesaria para satisfacer la desigualdad 
(OP/0V)7 <0 en este modelo de un gas de Bose. 

La distribución estadística de las excitaciones elementales (los valores medios 
n, de sus números de ocupación) a una temperatura no nula viene dada simplemente 
por la fórmula de la distribución de Bose (22.2). La distribución de los impulsos N, 
de las partículas de gases reales puede calcularse promediando el operador á4á,. 
Utilizando (25.8) y el hecho de que los productos 5_,5, y b b+ tienen elementos de 
matriz diagonales cero, se obtiene 


N, = [1,+12(1, + D/A —L2). (25.16) 
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Esta expresión resulta naturalmente válida sólo si p # 0. El número de partículas 
con impulso cero es 


No =N- Y N,= N- F | et (25.17) 


En particular en el cero absoluto todos los n, = 0 y con (25.9) obtenemos a 
partir de (25.16) la función de distribución en la format 


N m?ĉ?ut 

P 2e(pMe(p)+p2/2m + mu ” (23:18) 
cuando T = 0, los valores medios de N, son los mismos que los valores exactos y, 
por consiguiente, se omite la barra sobre la letra. La falta de idealidad del gas de 
Bose produce naturalmente la presencia de partículas con impulso no nulo incluso 
en el cero absoluto; la integración en (25.17) con N, de (25.18) es elemental y da 


(25.19) 


8 Na? 
3 TV | i 


No =N |1=> 


Finalmente hagamos un comentario sobre el espectro deducido aquí. Para p 
pequeño, la derivada d?e/dp? > 0, es decir la curva de «(p) gira hacia arriba a par- 
tir de la tangente inicial e = up. En este caso (ver § 34) existe una inestabilidad 
del espectro debido a la posibilidad de desintegración espontánea de las cuasipar- 
tículas (fonones). Sin embargo, la anchura del nivel correspondiente es pequeña 
(proporcional a př cuando p es pequeño) y no influye en las expresiones deducidas 
mediante las aproximaciones consideradas anteriormente. 


$26. Función de onda del condensado 


Como ya se mencionó en $23, la aparición o desaparición de la superfluidez 
en el helio líquido tiene lugar mediante una transición de fase de segundo orden. 
En una transición de esta clase interviene siempre alguna variación cualitativa de 
las propiedades del cuerpo. En el punto 4 del helio líquido este cambio puede des- 
cribirse macroscópicamente como la aparición o desaparición del componente su- 
perfluido del líquido. Desde el punto de vista microscópico más profundo es de- 
bido a ciertas propiedades de la distribución de los impulsos de las partículas del 
líquido (reales): en un superfluido una fracción finita de las partículas (es decir, 
un número macroscópicamente grande de ellas) tiene un impulso exactamente cero; 


t El número máximo de partículas con un valor del impulso dado (~ p? p) se presenta para p/h ~ 
~ /aN]V, en donde la variación tiene lugar desde una expresión límite para (p) a la otra. Esto ya se ha 
mencionado en la segunda nota a $ 25. 
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estas partículas forman el condensado de Bose-Einstein, o simplemente el conden- 
sado en el espacio de los impulsos. En un gas de Bose ideal a T = 0, todas sus par- 
tículas están en el condensado (ver Parte 1, $ 62); en un gas casi ideal, casi todas las 
partículas están en el condensado. En el caso general de un líquido de Bose con 
una interacción fuerte entre las partículas, la fracción de partículas que están en el 
condensado a T = 0 no es próxima a la unidad. 

Mostraremos ahora cómo se formula la propiedad de la condensación de Bose- 
Einstein en función de operadores y. En el caso de un gas de Bose ideal (un sistema 
de bosones no interactivos), el operador y de Heisenberg se escribe explícitamente 
en la format 


Ú(t, r) = ALA E i (26.1) 


Como se explicó en § 25, podemos ignorar la no conmutatividad de los operadores 
â, y â, considerándolos como magnitudes clásicas. En otras palabras, parte del 
operador y (26.1) es un número ordinario, que llamamos £: 


Ê = âV. (26.2) 


Para formular esta propiedad de los operadores y en el caso general de un lí- 
quido de Bose arbitrario, obsérvese que, como el condensado contiene un número 
de partículas macroscópicamente grande, el modificar este número en una unidad 
no influye esencialmente sobre el estado del sistema; podemos decir que el resultado 
de añadir (o eliminar) una partícula del condensado consiste en convertir un estado 
de un sistema de N partículas en el «mismo» estado de un sistema de N + 1 par- 
tículas.+ En particular, el estado fundamental sigue siendo el mismo. Designemos 


con £ y Æ+ la parte de los operadores y que cambia el número de partículas del 
condensado en una unidad; entonces, por definición, 


£lmN+D=2Z|m N), 
E+Im,N)=E*im, N+0, 


en donde los símbolos | m, N> y | m, N + 1> designan a dos estados «semejantes» 
que difieren únicamente en el número de partículas del sistema y £ es un número 


+ Cf. (9.3). Admitimos que las partículas del gas carecen de spin y, por ello, se omite el subíndice 
del spin. En (26.1) hemos utilizado también el hecho de que en el caso de un gas de Bose ideal a T = 0, 
el potencial químico es u = 0 y así se suprime el término — ut/h en los exponentes. 

i La adición o eliminación de la partícula ha de considerarse que se verifica con lentitud infinita. 
Esto evita la excitación del sistema por el campo variable. 
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complejo. Estas afirmaciones son rigurosamente válidas en el límite N > oo. De 
aquí que la definición de Æ deba escribirse en la forma 


lim (m,N|£|[m,N+1)= E, 
ci p A (26.3) 
lim (m, N+1| E+ |m, N) = £*; 
N >00 
el limite ha de tomarse para un valor dado finito de la densidad del liquido N/V. 
Si los operadores y se escriben como 


P= Ê P, P = ÊD, (26.4) 


su parte restante («por encima del condensador») convierte el estado | m, N> en 
estados ortogonales a él, es decir, los elementos de matrizt 


lim (m, N|P'|m,N+1)=0, 


N oo 


lim (m, N+1| Ê+ |m, N) = 


N —>œ 


(26.5) 


En el límite N => oo, la diferencia entre los estados | m, N> y | m, N + 1> des- 
aparece totalmente y en este sentido Æ resulta el valor medio del operador Y para 
dicho estado. Debe resaltarse que el hecho de que el valor límite sea finito es una 
característica de los sistemas que contienen un condensado. 

Las ecuaciones (26.3) completan las propiedades de «operador» de By E, 
y pueden considerarse que conmutan con Y” y +, En particular, los operadores 
Ey E? se sustituirán por E Z y E* (es decir, se comportarán como magnitudes clá- 
sicas) en cualquier proceso de promediar respecto al estado fundamental. Debemos 
resaltar una vez más que (pues el número de partículas en el condensado es macros- 
cópico) esta aproximación equivale a despreciar únicamente magnitudes cuyo orden 
de magnitud relativa sea 1/N* 

Si la dependencia temporal de las a de onda está determinada por el 
hamiltoniano .A'=MA — uÑ, entonces £ es independiente del tiempo: el elemento 
de matriz <m, N| £ Z|m, N+1> es l a 


apf -g (ENEE Dm], 


y el exponente tiende a cero, puesto que (hasta un orden —1/N)E(N + 1) — 
— E(N) = 


+ Para evitar malas interpretaciones debe mencionarse de nuevo que estas ecuaciones se refieren 
únicamente a las transiciones entre estados «semejantes», 

t En particular, con esta exactitud debemos considerar iguales los elementos de matriz de los ope- 
radores p para las transiciones entre estados que difieren en el mismo número (pequeño) de partículas 
del sistema. 
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En un líquido homogéneo en reposo, Æ es también independiente de las coor- 
denadas y es simplemente (con la selección apropiada de la fase de la magnitud 
compleja) 


E = Vo, (26.6) 


en donde n, es el número de partículas del condensado por unidad de volumen del 
líquido: +Ê es el operador de la densidad numérica de partículas en el conden- 
sado y el valor medio de este operador es precisamente np. 

La existencia del condensado produce una diferencia cualitativa en las propie- 
dades de la matriz densidad correspondiente a las partículas de un líquido de Bose 
en comparación con la matriz densidad de un líquido ordinario. En un estado ar- 
bitrario de un líquido de Bose homogéneo, la matriz densidad viene dada por 


Nolti r3) = (m, N (Ê+ (t, ra) P(, 11) | m, N), (26.7) 


y esta función depende únicamente de la diferencia r = r, — ra; cf. (7.13). Sustitu- 
yendo aquí los operadores y en la forma (26.4) y utilizando las propiedades (26.3) 
y (26.5), se tiene 


No(r1, r,) = no +NO0'(E,, ro). (26.8) 


La matriz densidad o' «encima del condensado» tiende a cero cuando | r} — rẹ | > co; 
la matriz densidad o tiende al límite finito ny/N. Esto expresa la existencia de un 
«orden de largo alcance» en un superfluido, que no está presente en los líquidos 
ordinarios; en éstos siempre tenemos ọ > 0 cuando | r} — rọ | > œ. Esta propiedad 
de simetría es la que distingue las fases superfluida y no superfluida (V. L. Ginz- 
burg y L. D. Landau 1950). 

La componente de Fourier de la matriz densidad determina la distribución del 
impulso de las partículas del líquido mediánte 


N(p) =N f o(r)e-?-" d3x; (26.9) 
cf. (7.20). Sustituyendo o de (26.8) obtenemos 
N(p) = (2) nÒ) +N f 0(1) e7?" dx. (26.10) 


El término de la función delta corresponde a la probabilidad finita de que la par- 
tícula tenga exactamente un impulso cero. 

Si en el líquido tiene lugar movimiento superfluido o si éste se produce en con- 
diciones externas no uniformes y no estacionarias (que, sin embargo, varían apre- 
ciablemente sólo en distancias que son grandes en comparación con las distancias 
interatómicas) se produce de nuevo la condensación de Bose-Einstein, pero ahora 
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no se puede asegurar que se verificará en el estado con p = 0. La magnitud £ de- 
finida de nuevo mediante (26.3) será ahora una función de las coordenadas y del 
tiempo, que representa la función de onda de las partículas en el estado conden- 
sado. Se normaliza mediante la condición | Æ|? = no y, por consiguiente, puede 
expresarse como 


Z(t, r) = VA Det, (26.11) 


Como en el estado condensado existe un número macroscópicamente grande de 
partículas, la función de onda de este estado se transforma en una magnitud macros- 
cópica clásica.f Así pues, existe una nueva característica de los estados macroscó- 
picos de un fluido, entre los que debemos incluir los estados de equilibrio termodi- 
námico. 

La densidad de corriente calculada a partir de la función de onda (26.11) es 


. ih p a q 
Jconda = pra = q*— YE) 
ñ 
= — AVO 
m 0 , 


siendo m la masa de una partícula del líquido. Esta densidad tiene el mismo signi- 
ficado que la densidad de corriente macroscópica de las partículas del condensado 
y puede igualarse a nyv,, siendo v, la velocidad macroscópica de dicho movimiento. 
Comparando ambas expresiones se tiene 


y, = (4/m) VĒ. (26.12) 


Como el movimiento puede producirse en un estado de equilibrio termodinámico 
(caracterizado por la magnitud £), resulta no disipativo y, por tanto (26.12) de- 
termina la velocidad del movimiento superfluido. Así pues, llegamos a la propiedad 
de dicho movimiento ya mencionada en $ 23: es un flujo potencial. El potencial 
de la velocidad f es igual (aparte de un factor constante) a la fase de la función de 
onda del condensado 


$ = (f/m) D, (26.13) 


Sin embargo, para evitar malas interpretaciones debemos aclarar que, aunque 
la velocidad del condensado es la misma que la velocidad del componente super- 
fluido (y aunque los componentes condensado y superfluido aparecen simultánea- 
mente en el punto 2), no son en absoluto iguales las densidades mn, del condensado 


t Lo mismo que la intensidad del campo de una onda electromagnética se transforma en una magnitud 
clásica en el caso de números de ocupación de los fotones grandes en cada estado (ver TCR, $ 5). 
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y 0, del superfluido. La identidad de estas dos cantidades sería imposible de justificar 
y resulta también evidente su falta de corrección a partir del hecho de que en el cero 
absoluto es superfluida la masa total del líquido, mientras que no todas las partículas 
están en el condensado t. 


$27. Relación entre la densidad del condensado y la temperatura 


La densidad numérica de partículas en el condensado es máxima a T = 0 y dis- 
minuye al elevarse la temperatura. La forma límite de esta dependencia de la den- 
sidad con la temperatura cuando T — 0 puede hallarse considerando las fluctuacio- 
nes de una magnitud macroscópica, la función de onda del condensado Z (R. A. 
Ferrell. N. Menyhárd, H. Schmidt, F. Schwabl y P. Szépfalusy 1968). 

En primer lugar, recordemos que Æ es una magnitud clásica que corresponde 
al operador Y en el formalismo cuántico. De aquí que, en principio, deberíamos 
utilizar este operador. Sin embargo, cerca del cero absoluto, las oscilaciones de 
larga longitud de onda constituyen la parte principal del espectro de las fluctuaciones 
de una magnitud macroscópica. Estas oscilaciones del líquido son ondas sonoras 
descritas por las ecuaciones macroscópicas de la hidrodinámica y, por consiguiente, 
resulta posible construir un operador correspondiente a £ mediante la cuantización 
independiente de Æ. 

En el caso presente, para Æ = n exp i®, en el límite de longitudes de onda 
largas, la fase Ø fluctúa de modo muy intenso y está relacionada directamente con 
el potencial de velocidades del fluido a través de (26.13). Conviene recordar que 
$ y D se definen sólo a falta de constantes aditivas. Por consiguiente, la magnitud 
univocamente definida Vn, puede expresarse en función de las derivadas de 9 y, 
por ello, las componentes de Fourier de sus fluctuaciones contendrán potencias 
extras del vector de dondas k, es decir, serán pequeñas cuando k sea pequeño. 

La relación de la fase Ø al potencial $ permite que Y esté directamente relacio- 
nada con las magnitudes que caracterizan la distribución de fonones del líquido 
Con este objeto, consideraremos que œ y, por consiguiente ®, son operadores de se- 
gunda cuantización, expresando œ en función de los operadores de creación y ani- 
quilación mediante (24.10): 


mu \12 . ; 
A 2 pipr/h y A+ p-ip.r/h ; 27.1 
i = Ela?) (Cert Cp e ) ido 


la densidad del líquido no perturbado se escribe como ọ = nm, siendo n la densidad 
numérica de partículas y habiéndose omitido el subíndice 0. De acuerdo con la dis- 


T En la práctica, la densidad del condensado en el helio líquido parece ser únicamente una fracción 
pequeña de la densidad total del líquido. 
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cusión anterior, esto significa que el operador de la magnitud macroscópica Æ, es 
decir la parte de onda larga del operador Y, puede expresarse como 


Y = Y Mo exp iĝ, (27.2) 


siendo ny la densidad de partículas del condensado. 

Apliquemos en primer lugar esta fórmula para calcular la distribución de los 
impulsos de las partículas «encima del condensado» en un líquido de Bose (en el 
caso de impulsos pequeños). En la matriz densidad de una sola partícula o(r,, Ta), 
para distancias grandes |r; — ra], podemos utilizar la expresión de onda larga 
(27.2) para el operador y: 


Nolr,, r) = (P+ 0) Vr) ~ nle- +e eid), (27.3) 


en donde se toma el valor medio respecto al estado del líquido a una temperatura 
determinada. Como las fluctuaciones son pequeñas, esta expresión ha de desarro- 
llarse en potencias de Ê, reteniendo los primeros términos que no se anulan (los 
cuadráticos). Como Ê+ = Ê, obtenemos 


No(t,, Fa) = No —Mo (BUE) + nÊ) Êr). (27.4) 


El tercer término tiende a cero cuando | rą — r,| > œ y da la contribución corres- 
pondiente a la parte superior del condensado de la matriz densidad; el segundo tér- 
mino es independiente de r en un líquido homogéneo y da una corrección a la den- 
sidad del condensado que se calculará más adelante mediante un método ligeramente 
diferente. Utilizando (27.1), a escribir la parte superior del condensado como 


No'(r,, ra) = kdk DE (ete) e-i -atd 4 (E ETY elo 1th) 
n p 


= Sm $ 1 (7 +7) OA 
p 


en donde 
n, = [er“T— 1]-1, 


Pasando de la suma a la integración, tenemos 


No'(t,, r) = A Mota 2 _ eip (11 —r) y ; (27.5) 


Esta expresión se aplica únicamente, como es natural, a la contribución proce- 
dente de valores de p pequeños (Ā/p grande en comparación con las distancias in- 
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teratómicas). El integrando de (27.5) da inmediatamente la distribución de impulsos 
de partículas 


_ nomu 1 
NO) = (+3): (271.6) 
Cuando T = 0, esta expresión se reduce a 
N (p) = nomu/2np (27.7) 


(J. Gavoret y P. Noziéres 1964); cuando T 4 0 y up < T, 


N(p) = nomT/np? (27.8) 


(P. C. Hohenberg y P. C. Martin 1965). 
Podemos a continuación determinar la relación existente entre la temperatura 
y la densidad del condensado. Por definición 


n(T) = n— | N(p) d?p/(Qxch). (27.9) 


Si sustituimos aquí directamente (27.6), la integral diverge debido a las vibraciones 
del punto cero. Esto está relacionado con la invalidez de (27.6) para p grande y sig- 
nifica únicamente que no podemos calcular de este modo el valor de la densidad 
del condensado a T = 0, que debe considerarse aquí como una cantidad dada. 
Para hallar la dependencia con la temperatura requerida, debemos restar de ny(T) 
su valor a T = 0; la integral es entonces convergente. El resultado es 


n(T)—n(0) _ mu ( m% dap 
n0)  n | p Qah? 
mT? e xdx mT? 
— nur f e—l1 — 1I2nu ` (27.10) 


0 


En el cálculo hemos despreciado la dependencia de la densidad total del líquido 
con la temperatura; esto es legítimo, puesto que la dilatación térmica del líquido 
(debida a las excitaciones de los fonones) es proporcional a una potencia más ele- 
vada de la temperatura, a saber: T* (cf. Parte 1, $ 67).3 

Finalmente debemos señalar algunos puntos sobre el tema metodológicamente 
importante del líquido de Bose bidimensional. En este caso, la parte de la integral 
que depende de la temperatura (27.9) diverge logarítmicamente para p pequeño, 
que es donde la fórmula para N(p) debería haber sido correcta. Esto significa que 

t Las fórmulas obtenidas, que son válidas para cualquier líquido de Bose, están naturalmente de 


acuerdo con las de $ 25 para un gas de Bose ligeramente no ideal. En la comparación debe señalarse que 
para dicho gas ny Y n y la condición para que p sea pequeño es p < mu ~ h(an)! ”. 
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en el caso bidimensional la hipótesis básica es incorrecta, es decir, la que afirma 
que existe un condensado a temperaturas no nulas. En el caso bidimensional el con- 
densado sólo puede existir a T = 0.? El caso aquí es análogo al de los cristales bidi- 
mensionales (ver Parte 1, $137). De modo semejante a como en estos últimos las 
fluctuaciones de los desplazamientos atómicos «suavizan» la red, de la misma ma- 
nera las fluctuaciones de fase eliminan el condensado. La analogía formal entre 
los dos tipos de sistema radica en que en ambos casos la energía depende de magni- 
tudes que sólo pueden aparecer en ella en forma de derivadas. En el primer caso se 
encuentran los vectores de desplazamiento atómico, los cuales no pueden aparecer 
por sí mismos en la energía, debido a que esta última es invariante frente a los des- 
plazamientos globales del sistema. En el segundo caso es la fase de la función de 
onda del condensado la que no puede aparecer en la energía porque no está unívo- 
camente determinada. La razón última de la divergencia de las fluctuaciones es la 
dependencia exclusiva de la energía con estas magnitudes. 

A continuación, hemos visto en la Parte 1, $ 138, que la divergencia débil (loga- 
rítmica) de las fluctuaciones produce en un cristal bidimensional una disminución 
lenta (función potencial) de la función de correlación del sistema. Análogamente 
en un sistema bidimensional de Bose la matriz densidad (27.3) disminuye cuando 
| r; — r2] > œ de acuerdo con una ley potencial y no tiende a un límite constante 
como ocurre en presencia de un condensado.* Por consiguiente, dicho sistema di- 
fiere cualitativamente de un líquido ordinario y así, también en el caso bidimensional, 
puede existir una transición de fase de segunda clase entre el líquido ordinario con 
una disminución exponencial de po(r,, ra) y un líquido con una disminución que 
sigue una ley potencial. 


$28. Comportamiento de la densidad superfluida cerca del punto 2 


Como ya se mencionó en $ 23, al aumentar la temperatura, la fracción ọ,/ọ de 
la densidad del superfluido disminuye en un líquido de Bose, llegando a ser cero en 
el punto 4 del líquido, que es un punto de transición de fase de segundo orden. 
La temperatura T, de este punto es una función de la presión P; la ecuación T = 
= T(P) define la curva de los puntos å en el diagrama de fases en el plano PT. 

En la teoría general de las transiciones de fase de segundo orden, se describe 
la variación del estado del cuerpo mediante el comportamiento del parámetro de 
orden, el cual caracteriza sus propiedades de simetría. En el caso de una transición 
A de un líquido de Bose, la función de onda del condensado actúa como dicho pará- 
metro y describe, como se explicó en $ 26 el «orden de largo alcance» del líquido. 
El hecho de que £ sea compleja significa que el parámetro de orden tiene dos com- 
ponentes y el hamiltoniano efectivo del sistema (ver Parte 1, $ 147) depende única- 


f Estos puntos se relacionan también con el gas de Bose ideal bidimensional. 
ł Ver J. W. Kane y L. Kadanoff, Physical Review 155, 80, 1967. 
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mente de | Z'[?, es decir, es invariante frente a la transformación £ > 0“ para 
cualquier valor de «a real. 

Los resultados empíricos relativos a la transición 2 en el helio líquido parece 
indicar que no existe ninguna región en la que sea válida la teoría de Landau de las 
transiciones de fase: La condición citada de la Parte 1 (146.15) no se ve satisfecha 
en ningún punto de la proximidad del punto A (es decir, en ningún punto de la re- 
gión | T — T,| < Tı). De aquí que, para describir las propiedades de esta transición, 
debemos utilizar la teoría de las fluctuaciones de las transiciones de fase de segundo 
orden, que hace posible establecer la relación entre la temperatura y diversas mag- 
nitudes. 

La relación entre el parámetro de orden (y, por tanto, la densidad del conden- 
sado ny) y la temperatura cuando T > T, viene dada por el índice crítico £ (ver 
Parte 1, $ 148): 


1E] = Vm (T,—TY. (28.1) 


Sin embargo, una cuestión más interesante es la del comportamiento de la den- 
sidad del superfluido ọ,. Para calcularla, consideremos un liquido en el que varie 
lentamente en el espacio la fase Ø de la función de onda del condensado. Esto sig- 
nifica que en el líquido existe un movimiento superfluido macroscópico con la velo- 
cidad (26.12) y de acuerdo con ello una energía cinética (por unidad de volumen 
del liquido) 


700% = 0(1P/2m(7D). (28.2) 


También puede aplicarse esta expresión a las fluctuaciones de longitud de onda 
larga del parámetro de orden. De acuerdo con la hipótesis de la invariancia de es- 
cala, el único parámetro de longitud que determina la descripción o el esquema 
de las fluctuaciones cerca del punto de transición es el radio de correlación r, de 
las fluctuaciones. Éste determina, por consiguiente, el orden de magnitud de las 
distancias en las que la variación debida a las fluctuaciones de la fase ® es del orden 
de la unidad; de aquí que la media de los cuadrados de la velocidad de fluctuación 
varíe con la temperatura según la expresión 


v? oc 1/r? œ (T,—Ty, (28.3) 


siendo v el índice crítico del radio de correlación. Por otra parte, como son las 
fluctuaciones de longitud de onda larga las que gobiernan la singularidad de las 
magnitudes termodinámicas en el punto de transición, podemos admitir de modo 
natural que cerca de este punto la energía cinética asociada con las fluctuaciones 
(28.2) varía con la temperatura del mismo modo que la parte singular del potencial 


Superfluidez 129 


termodinámico del líquido, es decir en la forma (7, — T)?— (en donde au es el índice 
crítico del calor específico C,). Así pues, tenemos 


asu oc a(T,—T y" ac (Ta— T), 


de aquí queg, QT; — T)?-"-2, Finalmente, con la relación 3v = 2 — a (que se 
deduce de la hipótesis de la invariancia de la homogeneidad; ver Parte 1, $ 149), 
tenemos 


0, € (T,—T)2-0Í3, (28.4) 


Esta expresión establece la relación existente entre la dependencia de o, y del calor 
específico con la temperatura cerca del punto 4 (B. D. Josephson 1966).j 


$29. Filamentos de vórtices cuantizados 


Un líquido ordinario encerrado en un recipiente cilíndrico que rota alrededor 
de su eje se ve transportado por el rozamiento con las paredes del mismo y final- 
mente empieza a rotar como un todo junto con el recipiente. En un superfluido, 
sólo el componente normal se ve obligado a rotar; el componente superfluido per- 
manece en reposo de acuerdo con el hecho de que este componente no puede rotar 
como un todo, puesto que esto haría que el movimiento superfluido dejase de ser 
de flujo potencial. + 

Sin embargo, en el caso en que las velocidades de rotación sean suficientemente 
grandes, dicho estado resulta desfavorable desde el punto de vista termodinámico. 
La condición de equilibrio termodinámico es que sea un mínimo la magnitud 


Erot = E-M.Q (29.1) 


Ésta es la energía en un sistema coordenado en rotación en el que E y M son la 
energia y el momento angular del sistema en un sistema coordenado fijo (ver Parte 1, 
$ 26). El término — M.Q de (29.1) hace que (para Q2 suficientemente grande) sea 
termodinámicamente más favorable el estado con M.Q >0 que el de M = 0. 
Así pues, cuando aumenta la velocidad de rotación del recipiente, puede final- 
mente presentarse un movimiento superfluido. Se elimina la aparente contradicción 
entre esta afirmación y la condición para que el movimiento superfluido sea un 
flujo potencial admitiendo que este flujo se pierde sólo en ciertas líneas de singula- 


t Los índices a y £ para el helio líquido son muy pequeños y así tenemos con gran exactitud fB= 1/3 
y ps m3 (T1 — TFP. 

$ Cuando el líquido gira como un todo, la velocidad v = 2 x r, siendo A la velocidad angular y 
teniendo el vector de posición r su origen en un punto cualquiera del eje. Entonces rot y = 2A + 0. 
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ridad del líquido, conocidas como filamentos de vórtices o líneas de vórtices.5 El 
líquido realiza un movimiento alrededor de estas líneas que puede denominarse 
rotación potencial, puesto que rot v, = 0 a través de todo el volumen exterior a estas 
líneas. 

Los filamentos de vórtices en un líquido tienen un espesor de dimensiones ató- 
micas y macroscópicamente deben considerarse como de espesor infinitesimal.!! 
Su existencia no contradice la expresión (26.12) para la velocidad, puesto que esta 
última supone que y, varía en el espacio con suficiente lentitud, mientras que en 
la realidad varía con una rapidez arbitrariamente grande cerca de un filamento de 
vórtices; ver (29.3) a continuación. Tampoco contradice a la prueba dada en $ 23 
de que el movimiento superfluido es un flujo potencial, en la que se hacía uso de las 
propiedades del espectro de energía de un líquido de Bose, puesto que un vórtice 
está asociado con una energía particular macroscópicamente grande [ver (29.8) 
más abajo] y el estado de un líquido que contiene un filamento no puede considerarse 
como débilmente excitado. 

Consideremos en primer lugar los filamentos de vórtices desde un punto de vista 
puramente cinemático, como líneas de singularidad en la distribución de velocida- 
des para el flujo potencial del líquido. Cada filamento de vórtices tiene un valor 
particular (27x, por ejemplo) de la circulación de la velocidad a lo largo de un 
contorno cerrado que rodea el filamento: 


$ vs «dl = 27x. (29.2) 


Este valor es independiente de la selección del contorno de integración: si C} y 
C, son dos contornos que encierran al filamento de vórtices, la diferencia entre 
las circulaciones a lo largo de los mismos es, según el teorema de Stokes, igual al 
flujo del vector rot v, a través de la superficie que se apoya en C} y C; puesto que 
esta superficie no corta el filamento de vórtices, rot v, = 0 en todos los puntos de la 
misma y la integral es cero. De aquí se deduce que un filamento de vórtices no puede 
tener final: o bien es cerrado o termina en los límites o fronteras del líquido (o bien, 
en el caso de un líquido infinito, tiene ambos extremos en el infinito), puesto que la 
existencia de un extremo libre de un filamento de vórtices implicaría la existencia 
de una superficie que se apoyara en el contorno C, pero que no se encontraría en 
ningún punto con el filamento y, por ello, la integral del primer miembro de (29.2) 
sería nula. 

La condición (29.2) nos permite determinar la distribución de velocidades en 
un líquido que se mueve rodeando un filamento de vórtices. En el caso más sencillo 
de un filamento rectilíneo en un líquido infinito, las líneas de corriente son circun- 


$ Esta hipótesis fue propuesta por L. Onsager (1949) y desarrollada posteriormente por R. P. Feyn- 
man (1955). 

I| Sin embargo, esta afirmación no es aplicable a la proximidad inmediata del punto A; allí el grosor 
del filamento ae vórtices es del orden del radio de correlación de las fluctuaciones. 
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ferencias en planos perpendiculares al filamento, con centros situados sobre el propio 
filamento. La circulación a lo largo de una curva de este tipo es 2xrv,, de modo 
que 


v, =x/r, (29.3) 


siendo r la distancia al filamento. Podemos observar que en la rotación potencial 
la velocidad disminuye cuando nos alejamos del eje de rotación (el filamento de 
vórtices) en contraste con la rotación de un cuerpo rígido, en donde la velocidad 
aumenta en proporción directa con r. 

En el caso de un filamento de vórtices de forma cualquiera, la distribución de 
velocidades viene dada por 


vo = $x | dl xR/R, (29.4) 


en donde la integración se realiza a lo largo del filamento y R es el radio vector 
desde dl hasta el punto en donde se observa la velocidad.j A distancias del filamento 
que son pequeñas en comparación con su radio de curvatura, la fórmula (29.4) se 
reduce como es natural aproximadamente a (29.3). 

Como ya se ha mencionado, las fórmulas (29-2)-(29-4) se obtienen como resul- 
tado simplemente del hecho de que el movimiento del líquido es un flujo potencial. 
Se muestra la naturaleza cuántica de los filamentos de vórtices en un superfluido 
por la circunstancia de que la constante x sólo puede tener valores de una cierta 
serie discreta de los mismos. Utilizando (26.12) para la velocidad v, expresada en 
función de la fase D de la función de onda del condensado, hallamos como expresión 
de su circulación 


$ vs -dl = (h/m) 49, (29.5) 


en donde A® es la variación de la fase al atravesar el contorno. Como la función 
de onda es uniforme, su variación de fase al retornar al punto original debe ser un 
múltiplo entero de 2x y así 


x = nh/m, (29.6) 


ł Esta expresión puede escribirse inmediatamente por analogía con la familiar fórmula de Biot y 
Savart correspondiente a las líneas del campo magnético. Es evidente la equivalencia formal de los dos 
problemas si comparamos la circulación de la velocidad (29.2) con la circulación del campo magnético H 
a lo largo de la línea J: 


$H.dl= 47J/c. 


Se obtiene un problema a partir del otro sustituyendo H por Ys y J/c por 4x. 
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siendo n un número entero. Veremos más adelante que de hecho sólo son termodiná- 
micamente estables los filamentos de vórtices con la circulación más baja posible 
(n = 1). Por consiguiente pondremos 


x = h/m. (29.7) 


Determinemos a continuación la velocidad crítica de rotación del recipiente 
cilíndrico a la que aparece por primera vez un filamento de vórtices. Es evidente 
por simetría, que este filamento surgirá a lo largo del eje del recipiente. La variación 
de la energía del líquido debida a la aparición del filamento de vórtices es 


AE = 10 2dV = LoL | v?.270r dr = Logue | drr, 


siendo L la longitud del recipiente. La integración respecto a r ha de realizarse 
entre el radio R del recipiente y cierto valor r ~a del orden de las distancias ató- 
micas, a partir de las cuales deja de poseer significado el tratamiento macroscópico; 
como la integral es divergente logarítmicamente, su valor no depende apenas de la 
selección precisa de a. Así pues 


AE = Lrreos(h?/m?) log (R/a); (29.8) 


se dice que esta expresión tiene una exactitud logarítmica, es decir, no sólo es grande 
el cociente R/a, sino también su logaritmo.j El momento angular del líquido 
en rotación es 


M = f osvsr dV = os% | dV = LaR(ħ/m) os. (29.9) 


La aparición del filamento de vórtices es termodinámicamente favorable si AEpot = 
= AE — MQ < Q, esto es, si 


Q > Qor = (h/mR?) log (R/a). (29.10) 


Los razonamientos anteriores indican también la razón por la cual los filamentos 
de vórtices con n > 1 en (29.6) son termodinámicamente inestables: cuando n = 1 
se sustituye por un valor n > 1, la energía AE se incrementa en un factor de n?, 
y M en un factor de n, que debe hacer aumentar A£ot. 

Cuando la velocidad de rotación del recipiente cilíndrico aumenta por encima 
del valor crítico (29.10), aparecen nuevos filamentos de vórtices y cuando Q > Qu 


+ El movimiento alrededor del filamento de vórtices está acompañado en general por un cambio 
en la densidad del líquido. Se justifica el que hayamos ignorado este cambio en los cálculos realizados 
por el hecho de que la principal contribución a la energía (29.8) procede (debido a la divergencia de la 
integral) de distancias grandes r, en las que es pequeño el cambio de la densidad. Por la misma razón 
podemos despreciar la contribución a AE procedente de la variación de la energía interna del líquido. 
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su número es muy grande. Su distribución sobre la sección recta del recipiente tiende 
a ser uniforme y en el límite simulan la rotación de la parte superfluida del líquido 
como un sólido rígido. El número de filamentos de vórtices para un valor dado 
(grande) de 2 se determina fácilmente por la condición de que la circulación de la 
velocidad a lo largo de un contorno que encierre un gran número de filamentos 
debería tener un valor correspondiente a la rotación del líquido como un todo. Si 
dicho contorno encierra un área unidad del plano perpendicular al eje de rotación, 
entonces 


$ vs -dl = 1.21 = 2nvhJm, 


en donde v es la densidad de distribución de los filamentos de vórtices sobre la 
sección recta del recipiente. Por otra parte, cuando el líquido gira como un todo, 
rot v, = 29, y esta circulación es 22. Igualando ambas expresiones se tiene 


v = mjah. (29.11) 


La aparición de filamentos de vórtices elimina en cierta medida la propiedad 
de la superfluidez. Las excitaciones elementales que forman la componente normal 
del líquido se ven entonces dispersadas por los filamentos, transfiriendo a estos 
(y, por ello, a la componente superfluida del liquido) una parte de su impulso. Esto 
implica en consecuencia la presencia de rozamiento o fricción entre los dos compo- 
nentes del liquido. 

Los filamentos de vórtices se mueven en general en el espacio con el flujo del 
líquido. Cuando T = 0 y el líquido es enteramente superfluido, cada elemento dl 
del filamento se mueve con la velocidad v, del líquido en la posición de este elemento. 
A temperaturas no nulas, la fuerza de rozamiento sobre el filamento hace que posea 
una velocidad relativa respecto al componente superfluido. 

Los filamentos de vórtices formados por rotación son rectos. El flujo a través 
de capilares, rendijas, etc., puede estar acompañado por la formación de filamentos 
cerrados o anillos de vórtices. Estos anillos eliminan la superfluidez del flujo a velo- 
cidades por encima de un valor crítico determinado. Los valores reales de estas 
velocidades críticas dependen de las condiciones específicas del flujo; son bastante 
inferiores al valor mencionado anteriormente en el que se viola la condición (23.3). 

A diferencia de los filamentos de vórtices rectos, que pueden permanecer esta- 
cionarios en un líquido que está en reposo (lejos de ellos), los anillos de vórtices 
se mueven respecto al líquido. La velocidad de desplazamiento de cada elemento 
de línea es el valor de v, que resulta [de acuerdo con (29.4)] en su posición de la 


+ Esto se ve fácilmente observando que, puesto que el número de filamentos crece en proporción 
a R [ver (29.11) a continuación], el segundo término de AE = AE — MA aumenta según 9’, pero 
el primer término aumenta según 92 y, por tanto, puede despreciarse cuando N > Ner. Entonces el hacer 
mínimo a A£,,, es equivalente a hacer máximo a M, lo cual ocurre cuando el líquido está en rotación 
como un cuerpo rígido. 
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acción de todo el resto del filamento; en el caso de filamentos curvos, ésta no es 
cero, en general. En consecuencia, los anillos de vórtices tienen como un todo, 
no sólo energías definidas, sino también impulsos definidos, y en este sentido son 
un tipo especial de excitaciones elementales. 


PROBLEMAS 


PROBLEMA 1. Hallar la velocidad y el impulso de un anillo circular de vórtices. 


SOLUCIÓN. Cada elemento del anillo se mueve con la velocidad vs en un punto determinado 
y a partir de la simetría del anillo circular esta velocidad es la misma en todo punto del mismo. 
Por consiguiente, es suficiente determinar la velocidad vs en un punto cualquiera P del anillo de- 
bida al resto del mismo. Los elementos dl del anillo y los radios vectores R desde dl al punto P 
están en el plano del anillo; de aquí que la velocidad en el punto P, dada por (29.4), sea perpendicu- 
lar al plano del anillo; como resultado de este hecho, el anillo se mueve sin cambio de forma ni 
tamaño. 

Definamos la posición del elemento dl mediante el ángulo 0 (fig. 3). Entonces 


dl = Rd, R=2Rpsenijó, |dlxR|= Rsenl9.dl, 


P 


a 


A 


FIG. 3. 


en donde Ro es el radio del anillo y hallamos a partir de (29.4) para la velocidad v del anillo 


x do 
qe | 


0 


Sin embargo, esta integral es logarítmicamente divergente en el límite inferior y debe cortarse para 
un valor 0 ~ a/R, correspondiente a distancias atómicas (~ a) del elemento dl al punto P. La 
integral está determinada, con exactitud logarítmica, en el margen de valores a/R,< 0< x y vale 
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de modo que 
v = (x/2Ro) log (Ry/a) 
= (4/2mR4) log (Ry/a). (1) 


Con la misma exactitud logarítmica, la energía del anillo de vórtices es 


€ = 21*Ro0.(h*/m*) log (Ro/a), (2) 


que coincide con (29.8) sustituyendo R y L por R, y 27R,. La energía e está relacionada con la 
velocidad v por de/dp = v, siendo p el impulso del anillo. De aquí que 


dp = delv 
= 41%0,(4/m) RoadRo 


(en el caso de exactitud logarítmica, el logaritmo de gran valor ha de considerarse como constante 
en la diferenciación) y así 


p = 2r°o,(h/m) R}. (3) 


Las fórmulas (2) y (3) determinan la función e(p) para los anillos de vórtices en forma paramétrica 
(con R¿ como parámetro). 

Debe señalarse que, debido a la naturaleza logarítmica de la integración que conduce a la fór- 
mula (1), esta fórmula (con algunos cambios en la notación) permanece siendo también válida 
para la velocidad v con la que se mueve un elemento cualquiera dado en un anillo de vórtices cur- 
vado de forma cualquiera: 


v = (x/2R,) b log (A/a). (4) 


En esta expresión b es un vector unidad perpendicular al plano tangente en el punto dado sobre`el 
filamento (el vector binormal), R, es el radio de curvatura en dicho punto y å es la distancia carac- 
terística sobre la cual varía el radio de curvatura del filamento. 


PROBLEMA 2. Hallar la relación de dispersión en el caso de vibraciones pequeñas de un fila- 
mento de vórtices recto (W. Thomson 1880). 


SOLUCIÓN. Tomemos como eje z la línea del filamento y sea r = (x, y) un vector que dé el 
desplazamiento de los puntos del filamento cuando éste vibra; r es una función de z y del tiempo + 
de la forma expl[i(kz — wt)]. La velocidad de los puntos situados sobre el filamento viene dada por 
la fórmula (4), tomando ahora å igual a la longitud de onda de las vibraciones (à —1/k): 


1 b 


1 
= d t = —Í = — — —, 
v r/d iwr x log ak R, 


2 


El vector binormal b = t x n, siendo t y n vectores unitarios a lo largo de la tangente y de la normal 
principal a la curva. De acuerdo con una fórmula bien conocida de la geometria diferencial, d?r/dl? = 
= n/Ro, en donde / es la longitud medida a lo largo de la curva. En el caso de vibraciones peque- 
ñas, el filamento está sólo ligeramente curvado y, por consiguiente, podemos considerar 1 % z 
y t = t, (vector unitario a lo largo del eje z); entonces 


b/R, ~ t,Xd*r/d2? = — k?t,xr. 
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La ecuación del movimiento del filamento resulta entonces 
—iwr =-—lxrk*t xr log (1/ak). 


Al desarrollar esta expresión se obtienen dos ecuaciones homogéneas lineales para x e y; igualando 
el determinante a cero, se tiene la relación buscada entre w y k: 


w = lxk* log (1/ak). 


$30. Un filamento de vórtices en un gas de Bose casi ideal 


Como ya se ha mencionado, el espesor de un filamento de vórtices en un líquido 
es comparable con las distancias atómicas. Sin embargo, se tiene una excepción 
a este respecto en el caso de un gas de Bose casi ideal. En este caso el «núcleo» 
del filamento de vórtices, en donde se ven alteradas de modo significativo las pro- 
piedades del medio, tiene un espesor macroscópico (como veremos a continuación) 
y su estructura puede describirse macroscópicamente (V. L. Ginzburg y L. P. Pitaev- 
skii 1958, L. P. Pitaevskii 1961 y E. P. Gross 1961). 

Consideremos un gas ligeramente no ideal en el cero absoluto. En dicho gas 
casi todas las partículas están en el estado condensado. En función de los ope- 
radores y esto significa que la parte «superior del condensado» del operador (Y) 
es pequeña en comparación con su valor medio, es decir, en comparación con la 
función de onda del condensado Æ. Si despreciamos completamente esta pequeña 
parte, £ satisfará la misma «ecuación de Schrödinger» (7.8) que el operador com- 
pleto Y. Si sólo se tienen en cuenta las interacciones por pares, esta ecuación es 
(en el caso de partículas sin spin) 


2 


O Á p = py n 12 , 3y! 
¡h—— E = — | — Xt, E(t, Et, r') |2 U(r — r’) d?x'. 
ih- 26 1) Es atu) (t, r)+E( Dfi (t, 1) [2 U(r—r') 

(30.1) 


Considerando que la función X(t, r’) varía sólo ligeramente en distancias atómicas, 
podemos sustituirla por X(t, r) y sacarla fuera de la integral, que entonces se trans- 
forma en f U(rid'x = U,. Sustituyendo también u = nU, (ver (25.6); n es el valor 
sin perturbar de la densidad numérica de partículas en el gas) tendremos 


¡h0E/0t = —(f2/2m) AE +Uf(E8/|58|?-n2). (30.2 


En un estado estacionario, £ es independiente del tiempo. Un filamento de vór- 
tices recto corresponde a una solución que posee la forma 


E = ne'*f (rlro), Fo = ñ//2mUn, (30.3) 
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en donde r y ġ son las distancias al eje del filamento y el ángulo polar alrededor 
del eje. La fase de esta función corresponde al valor (29.7) de la circulación. El mó- 
dulo al cuadrado | |2 es la densidad numérica de partículas en el condensado; 
en la aproximación considerada, coincide con la densidad total del gas. Cuando 
r > œ, esta densidad debe tender al valor n fijo y, por tanto, f debe tender a la unidad. 
Con la variable adimensional £ = r/r,, se encuentra la siguiente ecuación para 

la función (€) 

1 d / df f 

L- EL) -+f =O. 30. 

zala) mtf- =0 (30.4) 
La figura 4 muestra la solución obtenida mediante integración numérica de (30.4) 


Cuando ¿-—> 0, tiende a cero como é; cuando ¿> œ, tiende a la unidad como 
1 — FÉ? 


ME) 
Ape 


0.5 


0... l 2 3 4 5 Ẹ 


Fic. 4. 


El parámetro rą determina el orden de magnitud del radio del «núcleo» del fila- 
mento. Utilizando la longitud de dispersión o scattering a en lugar de U,, con Uo = 
= 4xh?ajm (6.2), se halla 


ro  n 73-112 >> n713, 


en donde y = an! es el parámetro gaseoso. De hecho este radio es, por consi- 
guiente, grande en comparación con las distancias interatómicas si el parámetro 
de estado gaseoso es suficientemente pequeño. 


PROBLEMA 


Hallar el espectro de las excitaciones elementales en un gas de Bose casi ideal, considerándolo 
como la relación de dispersión para las pequeñas oscilaciones de la función de onda del condensado. 


-- 


SOLUCIÓN. Consideremos oscilaciones pequeñas de Æ alrededor de un valor medio cons- 
tante //n: 


Z = y n+4Ae K- r-o B*e-iik.r-0), 
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en donde A y B* son amplitudes complejas pequeñas. Sustituyendo esta expresión en la ecuación 
(30.2), linealizando y separando términos con factores exponenciales diferentes, se tiene un sistema 
de dos ecuaciones: 


wA = (p?/2m) A+ nUJ(A+B), 
—hwB = (p?*/2m) B+nU (A+ B), 


con p = fik. De aquí que, igualando a cero el determinante, tengamos 
(ño) = (p?/2m+(p*/m) nUo, 


de acuerdo con (25.10). 


§ 31. Funciones de Green en un líquido de Boset 


El formalismo matemático de las funciones de Green en un líquido de Bose es 
muy semejante en su estructura al utilizado en un sistema de Fermi. Sin reiterar 
todos los razonamientos, daremos ahora en primer lugar las definiciones y fórmulas 
básicas, resaltando la diferencia debida a la diferente estadística de las particulas 
o bien a la presencia del condensado.t Como en las secciones precedentes de este 
capítulo, se supone que las partículas del líquido carecen de spin. 

Al determinar la función de Green para un líquido de Bose, debemos separar 
la parte del condensado de los operadores y de Heisenberg, poniéndolos en la forma 
(26.4). Se halla la función de Green mediante los operadores de la parte superior 
del condensado de acuerdo con la fórmula 


G(Xy Xa) = —KTÚ (Xy) Ë+ X), (31.1) 


en donde los corchetes angulares <...> designan de nuevo la acción de promediar 
respecto al estado fundamental del sistema y T designa el producto cronológico. 
Sin embargo, en contraste con el caso de los fermiones, el intercambio de los ope- 
radores y para ponerlos en el orden necesario no necesita estar acompañado de un 
cambio de signo del producto, de modo que, a diferencia de (7.10), 


(PX) D+(X,)), h > e (31.2) 


¡G(Xy Xy) = a PX)» f1 < lo 


Un valor medio semejante a (31.1) pero con los operadores completos y en lugar 
de utilizar sólo los correspondientes a la parte superior del condensado nos daría 


— iT ÊX) Y *(X,)) = —imo+G(X,, Xo), (31.3) 


tł En §§ 31-33 y 35, las unidades utilizadas hacen Å = 1. 


1 S. T. Belyaev (1958) fue el primero que utilizó la técnica matemática de las funciones de Green 
en su aplicación a los sistemas de Bose con condensado. 
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siendo nọ la densidad numérica de partículas del condensado.j En un líquido homo- 
géneo, la función G depende naturalmente sólo de la diferencia X = X, — X>. 

La matriz de densidad correspondiente a la parte superior del condensado o' 
se expresa mediante la función de Green por 


No'(ri, r2) = iG(ti, r1; f +0, r2) = iG(t = — 0,r); (31.4) 


se observará que el signo es opuesto al de (7.18). En particular, para r, = r, obtene- 
mos a partir de esta expresión la densidad numérica de partículas de la parte que 
estamos considerando 


X m = iG(t = —0, r= 0); (31.5) 


cf. (7.19). 
El paso a la representación de los impulsos se hace mediante las mismas fór- 
mulas (7.21), (7.22). La normalización de G(w, p) se expresa mediante 


: (09) 
> = nti lim, | Go, p) emir Tr : (31.6) 
cf. (7.24). 

Para la función de Green de un sistema de Bose en la representación de los im- 
pulsos podemos deducir una expresión semejante a la obtenida en § 8 para el caso 
de un sistema de Fermi. Cálculos totalmente análogos conducen primeramente a 
la fórmula 


a AmO(P —_ Pn) 
AA En S TE 
Bmó(p + Pn) 
-oN EN DFE | a 


en donde 
Am =|(01P'(0)|m)P?, Bm = | <m | '(0)|0)1?, 


siendo y(r) el operador de Schrödinger correspondiente a la parte superior del 
condensadot. Para llevar este desarrollo a su forma final, observemos que las ener- 


+ Igual que en el caso de los sistemas de Fermi, consideraremos estados de un sistema de Bose para 
un valor determinado del potencial químico y (en lugar del número N). De acuerdo con ello, la diferencia 


ms 


R = H — uÑ (7.1) actúa como el hamiltoniano del sistema. La parte del condensado del operador y 


es entonces independiente del tiempo. , , 
+ La fórmula (31.7) corresponde a (8.7). Ahora está ausente el factor + debido a que las partículas; 
carecen de spin. Debe señalarse que el signo del segundo término en (31.7) es el opuesto al de (8.7). 
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gías de excitación e, (N) de un sistema de Bose se determinan como las diferencias 
(siempre positivas) existentes entre las energías de los estados excitados del sistema 
y la energía de su estado fundamental para un número de partículas N constante. 
Como E(N) + = E(N + 1), se halla, por tanto, que 


EnN+1)-E(N)—p ~ ENN+1)-E(N+1) = e N+1) > 0, 
En N— D)-E(N)+u ~ EnN—1)-E(N—1) = emN=1) > 0. 


Pero la adición o supresión de una partícula cambia las propiedades del sistema 
únicamente en los términos de orden relativo ~ 1/N; en el caso de un sistema ma- 
croscópico estos términos son despreciables y, por ello, las energías de excitación 
Em(N + 1)han de considerarse como coincidentes entre sí y con e,(N). Así pues, 
tenemos finalmente 


Am0m(p — Pm BmÔm +P, 
A a O 


Mediante el mismo método que utilizamos en la deducción de (8.14), se encuentra 
fácilmente a partir de esta expresión que en el caso de sistemas de Bose la parte 
imaginaria de la función de Green es siempre negativa: 


im G(o, p) < 0. (31.9) 


La forma asintótica de la función de Green para œ > co permanece igual que 
en el caso de los sistemas de Fermi: 


G(w, p) > 1/wcuando | œ| > œ; (31.10) 


cf. (8.15). Al deducir este resultado debemos utilizar la regla de conmutación 


De, r) Ê+ (t, ra) — Ê+ (t, r2) Pe, rı) = 0(r, — r2), 


en donde ahora se sustituye el anticonmutador de los operadores Y y Y+ por el 
correspondiente conmutador. t 

A continuación, argumentos semejantes a los empleados en $ 8 conducen al 
resultado fundamental de que los polos de la función de Green determinan el es- 
pectro de las excitaciones elementales 


G-Xe, p) = 0, (31.11) 


t El hecho de que la parte del condensado de los operadores y se separe en la definición de G carece 
de importancia aquí: el término del condensado — in, en (31.3) corresponde en la representación de los 
impulsos a la función delta d(w)0(p), lo cual no influye en (31.10). 
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y sólo han de tomarse las raíces positivas de esta ecuación; en contraste con (8.16) 
ahora es innecesario restar u de e. 
Cerca de su polo la función de Green tiene la forma 


Go, p) ~ Zallo FAB) Z+>0, Z-<0; (3112) 


el signo del residuo en el polo es el mismo que el de w, como se deduce del hecho 
de que los coeficientes Am y Bm en (31.8) son positivos. El valor del residuo no está 
sometido a ninguna condición como la (10.4), por ejemplo, que condicionaba los 
sistemas de Fermi. Utilizando la expresión (31.12), podemos comprobar fácilmente 
(como en $ 8) que la desigualdad (31.9) hace automáticamente que sean positivos 
los coeficientes de amortiguamiento de las cuasipartículas, es decir, da el signo 
necesario — im e > 0, cuando los valores de e se mueven dentro del dominio com- 
plejo. 

El paso posible de partículas que están en la parte superior del condensado 
hacia el interior del mismo y viceversa lleva al resultado de que en el formalismo 
matemático de las funciones de Green correspondientes a sistemas de Bose, igual 
que en la función (31.1), aparecen automáticamente las siguientes funciones, como 
veremos en $ 33: 


¡F(X,, X3) = (N—2 |T ËX) PX) | NW), (31.13) 
¡F(Xp Xp) = (N |T HX) Y '+(Xo) 1 N—2) 
= (N+2 |T +X) P'+(X,) N), (31.14) 


en donde el elemento de matriz se toma para transiciones con variación en el nú- 
mero total de partículas del sistema y | N> designa el estado fundamental del sistema 
con N particulas; la última ecuación de (31.14) es válida hasta cantidades del orden 
~ 1/N (cf. la cuarta nota a pie de página en $ 26). Las funciones F y F+ así defi- 
nidas se denominan funciones de Green anómalas. Demostraremos que en un liquido 
homogéneo en reposo son iguales. 

Igual que la función G, las funciones F y F* en el caso de un líquido homogéneo 
dependen únicamente de la diferencia X = X, — X¿.f Puesto que al intercambiar 
X, y Xa sólo se varía el orden de los operadores en el producto, que está regido 
en cualquier caso por el operador cronológico, tenemos 


F(X) = F(-X). (31.15) 


t El hecho de que la función F sea independiente de la suma de tiempos ?, + ta se debe a la inclusión 
del término --- uN en la definición del hamiltoniano Hf’ — i- uN. Esto excluye de la diferencia de valo- 
res propios de la energia de los sistemas con números diferentes de partículas el término 


E(N+2)-E(N) ~ 20E/0N = 2p, 


y en correspondencia excluye también el factor exp [— ¡u(t, + t2)] de los elementos de matriz del opera- 


dor Ppp, 
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De aquí se deduce, como es natural, que en la representación de los impulsos tam- 
bién F es una función par de su argumento: 


F(P) = F(—P). (31.16) 


A continuación, se obtiene una relación entre F y F* a partir de la siguiente propie- 
dad del operador de Heisenberg y de un líquido en reposo: 


P(t r) = Ú(—t, —m) (31.17) 
Tomando, por ejemplo, tf, > t, se tiene así 


¡FHXy, X3) =(N 42] Ë +(X) Ú'+(X) 10) 


=(NP+(X,) D'+(X,) | N+2) 
= (NP (Xy Y (Xp) | N +2) 
= iF(— X, —Xa), 


o sea F+(X) = F(— X). Utilizando (31.15) obtenemos entonces la relación buscada 


F+(X) = F(X). (31.18) 


Expresando F(X) en función de los elementos de matriz de los operadores y 
podemos deducir para F(w, p) un desarrollo análogo a (31.13) y determinar así los 
polos de la función, pero no nos entretendremos ahora en esta discusión, mencio- 
nando simplemente que los polos de F(w, p) coinciden con los de G(w, p). 


+ Puede demostrarse esta propiedad del modo siguiente. Todos los elementos de matriz no nulos de 
los operadores âp y â$ pueden definirse como cantidades reales; ver MC, (64.7), (64.8). En este sentido 


los operadores son reales, es decir â} = ãp = áp (á designa el operador traspuesto; cf. MC, 83). El 
operador y de Schródinger 


Pu) = y-12 X âp eip- r 
p 


tiene, por consiguiente, la propiedad y*(r) = H— r). De aquí resulta a su vez la ecuación (31.17) para 
el operador de Heisenberg 


Pit, r) = exp (Rt) Z ©) exp (~ iÊt), 


como se ve fácilmente observando que (en el caso de un sistema sin interacciones de spin) es real el ha- 
miltoniano Á (de modo que 4* = H) y es invariable a la inversión. Sin embargo, debemos resaltar que 
si el hamiltoniano es real, no puede existir movimiento superfluido macroscópico en el líquido. En el 
caso de un sistema de Bose con condensado, el hamiltoniano depende de un parámetro macroscópico, 
la función de onda del condensado Æ. En un líquido móvil este parámetro es complejo y, por consi- 
guiente, el hamiltoniano también es complejo (pero, naturalmente, hermítico). 
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Para concluir esta sección, calculemos la función de Green G® de un gas de 
Bose ideal. En primer lugar, puesto que en el estado fundamental de dicho gas 
todas las partículas están en el condensado, el operador de aniquilación de partícu- 
las que están encima del condensado '''da cero al actuar sobre la función de onda 
del estado fundamental. De aquí que la función Gt, r) es únicamente no nula 
para t = ft, — tg > 0 (cuando, de acuerdo con (31.2), actúa primero el operador 
de crecida $+. 

Aunque el potencial químico u = 0 en el caso de un gas ideal, no utilizaremos 
este hecho ahora, considerando a y como un parámetro libre no especificado de 
antemano; dicho procedimiento es necesario con vistas a la aplicación subsiguiente 
de G® a la técnica diagramática en el caso de un líquido arbitrario, en donde y 
actúa como un parámetro. De acuerdo con ello, se escribe el operador ®% (t, r) 
como 


px0 


Poçt, r) = zy Lâ a exp |i (e. 3 t+)], (31.19) 


que difiere de (26.1) en el término ¡ut en los exponentes. Cuando se sustituye esta 
expresión en la definición de G®, de acuerdo con (31.2), se observa que al prome- 
diar (o sea al tomar el elemento diagonal de la matriz) pra obtener un resul- 
tado no nulo únicamente a partir de los productos á,4, y áp4,. Pero, puesto que 
en el estado fundamental del gas son cero los números de adn de todos los 
estados de las partículas con p # 0, se tiene 


(âf âp) = 0, (Aa) = 


Pasando a continuación en la forma usual de la suma respecto a p a la integra- 
ción, se encuentra 


— i | exp A E. EA para 1> 0, 
GOXt, r) = 2m (27)? (31.20) 
0 para t=<0. 


De aquí que la función de Green en la representación de los impulsos sea 


Ñ e . p’ , ; 
GO®O(w, p) = —1 | exp (a t+ iut- ios) dt. 
0 
Se efectúa la integración mediante la fórmula 


¡at = i 
fe daa (31.21) 
0 
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que se deduce incluyendo en el integrando un factor e-** con 4 > 0 y luego tomando 
el límite cuando 4 —> 0. Finalmente tenemos 


2 -1 
GO(o, p) = [e- 2 Het io] (31.22) 
2m 
En el caso de un gas ideal la función FW (X)=0, como es evidente a partir 
de la definición (31.13) en la que ambos operadores aniquilan las partículas que 
hay encima del condensado. Por consiguiente, también en la representación del 
impulso 


FOX(c, p) = 0. (31.23) 


Esta ecuación expresa el hecho de que las partículas aparecen sobre el condensado 
(a T = 0) sólo como resultado de la interacción. 


PROBLEMA 


Hallar la función de Green de un campo de fonones, definida como 


D(X,, X) = D(X,- X2) =— KT 0 (X1) 0 (X2)), (1) 


en donde los corchetes angulares designan el proceso de promediar respecto al estado fundamen- 
tal del campo y P'es el operador densidad de (24.10); el producto cronológico se desarrolla mediante 
la regla (31.2). 


SOLUCIÓN. Al sustituir (24.10) en la definición (1) se observa que como en el estado fundamen- 
tal son nulos todos los números de ocupación de los estados de fonones, únicamente son distintos 
de cero los valores medios <?,2%> = 1. Entonces, pasando de la suma respecto a k a la integra- 
ción, se obtiene 


(2 aurra PX 
DEDS EN O 


en donde los signos menos y más en el exponente se refieren a 1 > 0 y £ <0, respectivamente; 
en la integral correspondiente a ¿+ <0 hemos cambiado la variable de integración, k > — k. El 
integrando (sin el factor eik.r) es la componente de Fourier de la función D(t, r) respecto a las coor- 
denadas. Desarrollando también respecto al tiempo, se encuentra la función de Green en la repre- 
sentación de los impulsos 


oo 


0 
Do, x) = LE [aora asa 


0 —oo 
La integración se lleva a cabo mediante (31.21), 


_ ek EE.. | P oko è 
DE 2u law o+uk—i0 4]. wm0*—uk?+1i0 ` 
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$32. Técnica diagramática para un líquido de Bose 


La técnica diagramática para el cálculo de la función de Green de un sistema 
de Bose puede plantearse de modo semejante a como se hizo en el caso de los sis- 
temas de Fermi en $$ 12 y 13. Formularemos de nuevo las reglas de esta técnica 
para sistemas con una interacción por pares de partículas, descrita por el operador 


P(A =3 f+, r) Y +(t, r2) U(r,—r,) Pe, ra) ÈC, 11) dex, dix, (32.1) 


La característica distintiva principal de los líquidos de Bose con condensado 
es que todos los operadores y de Heisenberg deben escribirse en la forma: = Y + £ 
en donde Y” es la parte correspondiente superior del condensado y £ la función 
de onda del condensado, que en el caso de un líquido en reposo es simplemente 
el número real //ny.+ Después de esta sustitución, el operador (32.1) se descompone 
en una serie de términos que contienen desde cuatro hasta cero operadores Y” (junto 
con el número adicional correspondiente de factores //ny). 

Todo el estudio realizado en $ 12 relativo al cambio de la representación de la 
interacción sigue siendo válido y el desarrollo subsiguiente de las expresiones obte- 
nidas se lleva a cabo mediante el teorema de Wick, excepto en que ahora el inter- 
cambio de operadores y en el producto que hay que promediar no exige un cambio 
de signo. Sin embargo, la diferencia en la forma de los términos en los que se des- 
compone el operador conduce a nuevos elementos de los diagramas de Feynman. 
Éstos se describirán en su forma final en la representación de los impulsos. 

En cada vértice del diagrama tenemos de nuevo tres líneas que se encuentran: 
una línea a trazos asociada al factor — ¿U(O) con el cuadri-impulso Q = (qo, q) 
y dos líneas de partículas, una que entra y la otra que sale. Ahora debemos distin- 
guir entre partículas del condensado y de la parte superior del mismo. Las líneas 
continuas corresponderán ahora a las partículas de encima del condensado y una 
de estas líneas (con el 4-impulso P = (ww, p)] está de nuevo asociada con un factor 
iG (9)(P). Las líneas de partículas del condensado se dibujarán como líneas onduladas; 
éstas tienen asignado un 4-impulso P = 0 y un factor asociado y n}. + Así pues, pue- 
den aparecer cuatro tipos de vértices: 


Y a Y Ne (32.2) 


I 
i i i 
(a) (b) (c) (d) 


Los vértices con una o dos líneas onduladas se dice que están incompletos. En cada 
vértice debe cumplirse la «conservación del 4-impulso»; en los vértices (b) y (c), 


+ Debemos resaltar que, puesto que esta magnitud surge de la separación en partes del operador y 
exacto (de Heisenberg), n, es el valor exacto de la densidad del condensado en el líquido (a T = 0). 

ł Más precisamente, ha de asociarse un factor Æ con una línea ondulada que llega a un vértice y un 
factor Z* con una que emerge; puesto que £ es real estos factores son realmente iguales. 
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por tanto, el 4-impulso de la línea a trazos es igual al de la línea continua y es cero 
en el vértice (d). Las líneas onduladas son siempre líneas externas del diagrama 
es decir, se unen a él por un solo extremo, quedando libre el otro extremo. 

Todos los diagramas que aparecen en la definición de la función de Green G(P) 
tienen dos líneas externas continuas con 4-impulsos P (entrante y saliente) y tam- 
bién puede tener un cierto número (par) de líneas externas onduladas; los nú- 
meros totales de líneas externas entrantes y salientes son iguales en todos los dia- 
gramas (esto expresa la conservación del número total de partículas, condensado 
y encima del condensado, del sistema). Igual que en el caso de un sistema de Fermi, 
y por la misma razón (ver $ 13), sólo son admisibles aquellos diagramas que no se 
separan en dos (o más) partes desconectadas. Sin embargo, a diferencia de los sis- 
temas de Fermi, los diagramas en iG tienen todos el mismo signo, es decir, se elimina 
la regla 3 de $ 13. 

Cada línea a trazos del diagrama tiene un vértice completo o incompleto en 
sus dos extremos. Sin embargo, estos vértices no pueden ser los dos del tipo (32.2d): 
no poseyendo ningún extremo continuo, dicha figura no puede adherirse a un dia- 
grama de una función de Green. Tampoco pueden ser vértices de los tipos (32.2d y c) 
o (32.2d y b): cuando existen tres líneas externas onduladas, la conservación del 
4-impulso en los vértices significaría que el 4-impulso de la cuarta línea externa 
sería también cero en dicha figura, y habría una figura con cuatro líneas externas 
de condensado (onduladas). 

Sin embargo, un número considerable de diagramas de cada orden de la teoría 
de perturbaciones, construidos con las reglas anteriores, son idénticamente nulos. 
Esto se debe a la ausencia de partículas de la parte superior del condensado enel 
estado fundamental de un gas ideal de Bose, como resulta particularmente claro 
si volvemos atrás siguiendo los diagramas hasta su origen en la representación de 
las coordenadas: todas las contracciones de la forma (bp, en las que el ope- 
rador de aniquilación de partículas por encima del condensado está a la derecha 
y actúa en primer lugar sobre el estado fundamental, son cero; esto deja sólo con- 
tracciones de la forma (P'"P”+).+ 

Los diagramas con una línea continua cerrada son cero: dicho tipo de línea 
surge de una contracción (D'+(t, r) Y (t, 1), que es la densidad de partículas por 
encima del condensado. Los diagramas que contienen una línea continua cerrada 
mediante una línea a trazos 


n= mm 


> 


son cero: dicho tipo de línea surge de una contracción (+, r2) (t, r1))de dos 
operadores y dentro del mismo operador de interacción V(t), en el que + está 
a la izquierda de Y”. 


ł Por una razón semejante, algunos diagramas fueron nulos en el caso de difusión de dos partículas 
en el vacío; cf. $ 16. 
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Finalmente, son nulos todos los diagramas en los que se forma un circuito ce- 
rrado mediante cualquier secuencia de líneas continuas y a trazos estando todas 
las líneas continuas en el mismo sentido. Dicho diagrama puede representarse de la 
forma siguiente, habiéndose indicado los argumentos de tiempo de los operadores 
y en los puntos extremos de las líneas: 


7 ta 
AS pa 
AS I 
Me e? 
ta 3 


Los argumentos de los extremos de cada línea a trazos son iguales.i Los de las 
funciones G(% correspondientes a las líneas continuas son iguales a las diferencias 
toa — h, tg — ta, t4 — ta, t — t,; en cada circuito cerrado su suma es cero, de modo 
que por lo menos uno de ellos es negativo y resulta nula la función correspon- 
diente G®, 

Las reglas anteriores relacionan también los diagramas que determinan la fun- 
ción de Green anómala, siendo la única diferencia el que ambas líneas externas 
deben ser salientes (para F) o entrantes (para F*). De acuerdo con ello, en estos 
diagramas los números de líneas onduladas que entran o salen dejan de ser igua- 
les, pero el número de total de líneas salientes sigue siendo igual al número total 
de líneas entrantes. El 4-impulso P se asigna a una de las líneas continuas externas 
y — Pala otra, siendo P el argumento de la función buscada F(P) o F+(P) $ la suma 
de los 4-impulsos de estas dos líneas debe ser nulo por la «ley de conservación de 
los 4-impulsos» aplicada a la totalidad del diagrama. 

Las funciones de Green calculadas mediante la técnica diagramática contienen 
dos parámetros: el potencial químico y y la densidad del condensado ng; estos 
parámetros también han de estar relacionados con la densidad del líquido n = N/V. 
La fórmula (31.6) nos da una relación entre estas tres magnitudes, que se deduce 
inmediatamente a partir de la definición de la función de Green. Como segunda 
relación utilizaremos la ecuación (33.11) deducida más adelante, que expresa x 
explícitamente en función de los conceptos de la técnica diagramática. 


$33. Funciones de autoenergía 


Examinemos más detenidamente la estructura de los diagramas en el caso de 
las funciones de Green, utilizando el concepto de la función de autoenergía del mismo 
t En la representación espacio-tiempo de los diagramas un factor ¿U(X, — X2) que contiene la fun- 
ción delta ð (t, —t¿) corresponde a una línea a trazos entre los puntos 1 y 2. 
$ Como F es una función par de su argumento, carece de importancia aquí la selección del signo 
para P. 
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modo que se hizo en $ 14 en el caso de los sistemas de Fermi: considerando el con- 
junto de todos los diagramas (con dos líneas externas continuas) que no pueden 
cortarse en dos partes mediante la división de sólo una línea continua. Sin embargo, 
en contraste con $ 14, existen ahora varias posibilidades con respecto al sentido 
de las líneas externas del diagrama: igual que existen diagramas con una línea que 
entra y otra que sale, pueden existir otros con dos líneas salientes o dos entrantes. 
De acuerdo con ello, existen partes de autoenergía de tres clases: 


-iÈ -¡220 -¡Zo2 (33 1) 
SO Ona. TE 


(en esta notación los dos subíndices en % designan respectivamente los números 
de líneas externas continuas que entran y salen). Lo mismo que las líneas externas 
continuas, los diagramas de autoenergía tienen también en general extremos libres 
ondulados (condensado). Éstos están incluidos en la definición de la función de la 
autoenergía, que se representa aquí mediante un círculo. Veremos posteriormente 
que de hecho las funciones 2o4(P) y Zap(P) son iguales: 


Zo(P) = Za P). (33.2) 


En este punto podemos señalar también que, puesto que P y — P aparecen simé- 
tricamente en la definición de estas funciones, son funciones pares: 


Zo P) = Zox[ —P). (33.3) 


Como ilustración, los diagramas siguientes son todos los que no son nulos de las 
funciones 2,, y 2,2 en los dos primeros órdenes de la teoría de perturbaciones: 


A O O O 


PS PEO SE A 


el |] (33.5) 
Establezcamos a continuación las ecuaciones que dan las funciones exactas G 
y F en función de las funciones de autoenergía. 


Según la teoría de perturbaciones, la diferencia G(P) — G(%) (P) se expresa me- 
diante una suma de un número infinito de diagramas en cadena 
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que se componen de diversos círculos unidos de todas las maneras posibles hacia 
adelante y hacia atrás mediante flechas (respecto a las dos más extremas). Análoga- 
mente, la función exacta F (la función F® = 0) se representa mediante una suma 
de diagramas en cadena en donde las dos flechas más exteriores tienen sentidos 
opuestos: 


Si se separa de cada cadena el miembro extremo (círculo y flecha), como está indi- 
cado mediante la línea vertical a trazos, el conjunto de diagramas restantes con las 
flechas más exteriores en el mismo sentido coincidirá con la función exacta G y el 
conjunto de aquellos con las flechas más exteriores en sentidos opuestos coincidirán 
con la F exacta. 

Introduciremos la notación gráfica para estas funciones, de flechas gruesas en 
uno O ambos sentidos 


a P + 
LARA GEA. AA (33.6) 
P P -P P -P 


Entonces los enunciados siguientes pueden escribirse como ecuaciones gráficas 
compuestas de diagramas esqueletos: 


P P P_P_ PP_P 
ae E e F + —»”Qje— 
(33.7) 
> = A A S 


-P P -P P -P 


Cf. la ecuación análoga (14.4). En forma analítica, estas ecuaciones dant 


G(P) = [1 + E(P) GCP) + Za(P) F(P) GOP), | (33.8) 


F(P) = GM PAL (—P) E(P) + Zo(P) GCP). 


Resolviendo estas ecuaciones para G y F y sustituyendo (31.22) para G%, obtene- 
mos las fórmulas requeridas 


aL 


p ŽP) (33.9) 


cP) => [o+ a) , F(P)= 


+ Podía haberse escrito un sistema de ecuaciones semejante para G y F*, que difiriera de (33.8) úni- 
camente por el intercambio de Xo: y 22p. Como F = F+, esto prueba (33.2). 
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en donde 


2 
= [Zn (P | En(2) 0004 370] [En Py + 004 — | 
(33.10) 


Debe resaltarse que estas relaciones no dependen de la estructura interna de las 
funciones de autoenergía y, por consiguiente. no están conectadas con la hipótesis 
de las interacciones por pares de partículas; por tanto, son válidas para cualquier 
líquido de Bose. 

La energía de las excitaciones elementales del líquido están determinadas, como 
una función del impulso p, por los polos de F y G que son funciones de la variable 
w. En el caso de p pequeño, estas excitaciones son fonones y su energía tiende a cero 
con p. De aquí que la función (33.10) debe anularse cuando p = 0 y œ = 0. A partir 
de ello se encuentra la ecuación 


[211(0)— Y? = 220). 


Como ecuación de segundo grado en y tiene dos raíces, de las cuales debemos es- 
coger 


u = 211(0)- 20210). (33.11) 


En efecto, en el límite de onda larga, el operador y viene dado por (27. z y la parte 
del mismo correspondiente a la parte de encima del condensado es Y' = Y — ym z 
x iv'n/Ó, de modo que Y"* = — Y y F x — G; esta última ecuación se Eo 
con la selección (33.11), cuando los numeradores de (33.9) (en el límite P => 0) 
difieren sólo en el signo. La ecuación (33.11) es la segunda relación (ver el final 
de $ 32) que, junto con (31.6), nos permite expresar los parámetros y y nọ en función 
de la densidad n del líquido. 

El desarrollo subsiguiente de (33.10) en series de w y p determina la forma de la 
función de Green para valores pequeños de los argumentos. Ahora debemos tener 
en cuenta que las funciones escalares 2,, y Zog se desarrollan en potencias de p° 
y el desarrollo de Žo, que es función par de todos sus argumentos, contiene tam- 
bién sólo potencias pares de w. Escribiendo (33.10) en la forma 


D = fo ti0+5 [aP EP 
p? 1 y 
O) +P), 


obtenemos como conclusión inmediata que los primeros términos no nulos del desa- 
rrollo tienen la forma D = constante x (œw? — u*p? + i0), en donde u es una cons- 
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tante, que evidentemente es la velocidad del sonido en el líquido. Observando ade- 
más que, según (33.11), los numeradores de (33.9) para œ > 0 y p > 0 difieren sólo 
en el signo, se encuentra 


constant 
G z= — = > _——_—————_—— 
£ w?—u?p? + i0 
Se determina la regla del contorno comparando con (31.8). 
El valor de la constante del numerador puede determinarse calculando a partir de 
esta función de Green la distribución de los impulsos de las partículas N(p) (en el 
caso de p pequeño) y comparándola con la distribución conocida (27.7). La integral 


3 . dw 
N A im G —iwt 
(p) E t n | Ns P) Š 27 


— 00 


[cf. (7.23)] se calcula cerrando el contorno de integración mediante una semicircun- 
ferencia infinita en el semiplano superior (cf. la nota al final de § 7) y de acuerdo con 
esto se determina mediante el residuo en el polo w = — up + i0. El resultado es 
N(p) = constante/2up y se halla la constante por comparación con (27.7), que 
resulta ser nọmu?/n. Así pues, tenemos finalmente la expresión siguiente para las 
funciones de Green con w y p pequeños: 


G = —F = nymu?/n(0?— u?p? + 10). (33.12) 


Esta función coincide (aparte de un coeficiente de normalización) con la fun- 
ción de Green del campo de fonones (ver § 31, problema) — resultado que es total- 
mente razonable, puesto que para w y p pequeños las excitaciones elementales en un 
líquido de Bose son fonones. 

Finalmente, mostraremos la aplicación de las fórmulas anteriores al modelo 
(§25) de un gas de Bose casi ideal con interacción por pares entre partículas. En 
la teoría de perturbaciones de primer orden, 2,, y o2 están determinadas por los 
dos primeros diagramas (33.5). Desarrollándolas en forma analítica, se tiene 


Zi = M[Uo+U(p)]), os = noU (p). 


Con la misma exactitud, la densidad del condensado nọ puede reemplazarse por la 
densidad total del gas n. Como se mencionó en $ 25, los impulsos de las partículas 
del gas en este modelo pueden considerarse como pequeños y de acuerdo con ello 
pueden sustituirse los componentes de Fourier U(p) por su valor U, a p = 0. En- 
tonces 


211 = 2n00, 202 = nU.. (33.13) 
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La sustitución de estas expresiones en (33.11) da u = nU,, de acuerdo con (25.6). 
La sustitución en (33.9) y (33.10) conduce a las fórmulas siguientes para las fun- 
ciones de Green: 


w+p?/2m+nU, 
Go, ) = ABRA MATO ? 
w eui (33.14) 
—n 
F(o, p) 2 


en donde 


A partir de la forma de los denominadores de estas funciones resulta claro que 
(p) es la energía de las excitaciones elementales, de acuerdo con el resultado (25.10), 
(25.11) obtenido previamente por un método diferente. 


$34. Desintegración de las cuasipartículas 


El periodo de vida finito (desintegración) de una cuasipartícula en un líquido 
cuántico puede ser debido a colisiones con otras cuasipartículas o a desintegración 
espontánea en dos o más cuasipartículas nuevas. Cuando la temperatura T > 0, 
desaparece la primera causa de desintegración, puesto que la probabilidad de coli- 
sión tiende a cero con la densidad numérica de las cuasipartiículas y entonces su 
pérdida se debe sólo a la desintegración de las cuasipartículas. 

Consideremos la desintegración de una cuasipartícula (con impulso p) en dos. 
Si q es el impulso de una de las cuasipartículas resultantes, el de la otra es p — q 
y la ley de conservación de la energía nos da la condición 


e(p) = e() +e(|p-4)). (34.1) 


Puede ocurrir que en algún margen de valores de p esta ecuación no se vea satis- 
fecha por ningún valor de q; entonces las cuasipartículas no sufren ningún pro- 
ceso de pérdida en absoluto (si también es imposible, como es natural, la desin- 
tegración en un número mayor de cuasipartículas). Cuando p varía, empieza el 
proceso en el valor p = p, (umbral de desintegración) para el cual tiene solución 
por primera vez la ecuación (34.1). 

En primer lugar, debe señalarse que en el punto p = p, el segundo miembro 
de (34.1) tiene un extremal como función de q. Supongamos que el valor extremal de la 
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suma e(q) + (| p— q|) para un valor p dado sea E(p); tomaremos el caso par- 
ticular en el que se trata de un mínimo. Entonces, en la ecuación 


e(p)—E(p) = «q +elp-4)-E(p), 


el segundo miembro es no negativo. Por consiguiente, la ecuación ciertamente no 
tiene raíces para valores de p tales que (p) — E(p) < 0; sólo aparecerá una raíz 
en el punto p = pe, para el cual «(p,) = E(p.). 

Poniendo la ecuación (34.1) en la forma simétrica 


e(p) = e(qu) +€(92), 41 +4: = P, 


se encuentra que la condición para un extremal de su segundo miembro puede es- 
cribirse 0s/0q, = 0e/0q2, o sea 


Y, = Ya» (34,2) 


es decir, las dos cuasipartículas formadas en el punto umbral tienen velocidades 
iguales. Aquí podemos distinguir varios casos (L. P. Pitaevskii 1959). 

(a) La velocidad de la cuasipartícula en el líquido de Bose es cero para el im- 
pulso p = p, correspondiente al mínimo de los rotones sobre la curva en la fi- 
gura 2 ($22). De aquí que, si vı = V = 0, la cuasipartícula se desintegra en el 
umbral en dos rotones con impulsos p, y energías A. De acuerdo con esto, la energía 
de la cuasipartícula que se desintegra es e(p,) = 2A y su impulso p, está relacio- 
nado con py mediante la condición P. = Po, + Poz, es decir, 2p, cos 0 = p., siendo 
20 el ángulo que forman entre sí las direcciones de los dos rotones. De aquí se de- 
duce que debemos tener siempre 


Pe < 2po. (34.3) 


(b) Si las velocidades son v, = va % 0 y son finitos los impulsos correspondien- 
tes qı y qə, la desintegración en el umbral origina dos cuasipartículas con impulsos 
colineales (paralelos o antiparalelos).j 

(c) Si las velocidades v; y vz no son nulas pero uno de los impulsos (el q,, por 
ejemplo) tiende a cero cerca del umbral, la cuasipartícula correspondiente es un 
fonón y la velocidad v, = u. Tenemos entonces un umbral, más allá del cual es 
posible la creación de un fonón por la cuasipartícula. En el propio umbral, la ener- 
gía del fonón es cero y la velocidad de la cuasipartícula llega a ser igual a la del 
sonido (igual a v; = V = u). 


t Debido a la isotropía del líquido, las direcciones del impulso p y de la velocidad V= ĝe/ĝp de las 
cuasipartículas son colineales, pero pueden tener sentidos iguales u opuestos. 
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(d) Existe un caso especial, en el que existe una desintegración de un fonón 
en dos, estando el umbral en el comienzo del espectro, p = 0. Sin embargo, dicha 
desintegración es posible sólo para un signo de la curvatura de la parte inicial (de 
los fonones) del espectro: debemos tener de(p)/dp? > 0, es decir, la curva de e(p) 
debe girar hacia arriba a partir de la tangente inicial e = up. Esto puede verse fácil- 
mente representando esta parte del espectro como 


e(p) ~ up+ap?, (34.4) 


que incluye tanto el término lineal como el siguiente término en el desarrollo de po- 
tencias del impulso pequeñot. La ecuación de la conservación de la energía da 
entonces 


u(p-g—|p—q)) = —«(p3—g3—|p-—q|3). 


Cerca del umbral, el fonón se emite con un ángulo 0 pequeño respecto a la direc- 
ción del impulso de la cuasipartícula inicial p; en el primer miembro tenemos 


p-9—|p-4|= q cos), (34.5) 


y en el segundo miembro es suficiente poner | p — q| = p — q. Entonces 
1—cos 0 = 3a(p-— q). (34.6) 


De aquí se deduce que necesariamente a > 0. 

Veremos posteriormente ($ 35) que en los casos (a) y (b) la función «(p) no puede 
continuarse más allá del umbral, que es así el final del espectro. En los casos (c) 
y (d) la desintegración de una cuasipartícula con emisión de un fonón de longitud 
de onda larga produce un ligero decaimiento que puede determinarse mediante 
la teoría de perturbaciones? 

Calculemos el decaimiento de un fonón debido a su desintegración en dos fono- 
nes [caso (d)]. Los elementos de matriz para este proceso proceden de los términos 
de tercer orden en el hamiltoniano, dado por (24.12). En el caso de una transición 


Í La relación de dispersión en el caso de vibraciones acústicas da la frecuencia al cuadrado w? en 
función del vector de onda. De acuerdo con ello, la energía del fonón al cuadrado eYp) tiene un desarrollo 
regular en potencias del impulso p; el desarrollo empieza con un término en p? y continúa con potencias 
de p? debido a la isotropía del líquido. Por tanto, el propio desarrollo de e(p) contiene potencias impares 
de p. 

f Cual de estos casos puede presentarse realmente en la práctica depende de la forma específica del 
espectro de la cuasipartícula e(p). Los resultados empíricos para el He! líquido indican la presencia (a pre- 
siones por debajo de 15 atm) de una corta sección inicial del espectro de los fotones en la que existe una 
inestabilidad del tipo (d). El espectro del helio líquido termina en un punto del tipo (a). 
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del estado inicial (i) con un fonón p al estado final (f) con fonones q, y qə, el ele- 
mento de matriz del operador de perturbación es 


32h) fu 1/2 o? d u), 
Vs = (Pp — 42) 72 y yz (Gea) 1 do o 5 (4.7) 


el subíndice O de la densidad sin perturbar ọọ se ha omitido. El factor (pq,q.)? 
debe hacerse notar; su pequeñez (en esta desintegración de un fonón de longitud 
de onda grande) asegura la aplicabilidad de la teoría de perturbaciones. ł 

La probabilidad de desintegración diferencial por unidad de tiempo viene dado 
por 


27 5 , V2d3%, d'Q . 
dw = Ah [Vf 12 0(Es— Ei) AN ; 


ver MC, (43.1). Cuando se sustituye (34.7), aparece una función delta al cuadrado, 
que ha de interpretarse como! 


00907 = Gps de) (34.8) 


La función delta restante se elimina integrando respecto a d*q,; haciendo también 
E, = up, E, = u(q, + 42), obtenemos 


P. o? d u2)? 9x E e 
le) ap | POP a 


con integración independiente respecto a d*q, y Æq, el resultado debe dividirse 
por dos, debido a la identidad entre ambos fonones. Finalmente, expresando el 
argumento de la función delta en la forma (34.5) y llevando a cabo la integración 
respecto a d%g, = 2nqidq,dcos 0 (en el intervalo q, < p), encontramos la proba- 
bilidad de desintegración total 


= A 34.9 
w= e UE de o | ` di 


ł Para calcular el elemento de matriz (34.7) debemos tener en cuenta que cada uno de los operadores 
de fonones ĉp y ĉr puede obtenerse de cualquiera de los tres factores 9 y Y; esta es la razón del factor 3!. 
La función delta en (34.7) surge de la integración del factor exp [i(p — q, —4») - r/A]. Finalmente se ha 
tenido en cuenta el hecho de que son casi iguales las direcciones de p, qı y q2. 

5 La función ô(k) procede de la integral ] er fk/(Qn). Si la otra integral semejante se calcula para 

= 0 (porque ya existe una función delta) y la integración se realiza sobre un volumen finito V, se ob- 
tiene V/(271)?, como se expresa mediante la fórmula (34.8). 
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El coeficiente de decaimiento del fonón y = — im e = 4hw. En particular, en el 
caso de un gas casi ideal, de acuerdo con (25.11) u?/ọ = 4xh?%a/m3 es independiente 
de la densidad. En este caso 


y = 3p3/640:hi30 (34.10) 


(S. T. Belyaev 1958). 

En el caso de emisión de fonones por una cuasipartícula cerca de un umbral 
del tipo (c), se establece la forma del operador de perturbación considerando la 
variación de la energía de la cuasipartícula de la onda sonora. Esta variación se 
compone de dos partes: 


De , 
de(p) = A 


El primer término se debe a la variación de la densidad del líquido, respecto a la cual 
la energía de la cuasipartícula depende de forma paramétrica. El segundo término, 
en el que v es la velocidad del líquido en la onda sonora, es la variación de energía 
de la cuasipartícula debido al movimiento macroscópico del líquido; puesto que la 
longitud de onda del fonón emitido (cerca del umbral) es grande en comparación 
con la longitud de onda de la cuasipartícula, podemos suponer que esta última 
está en un flujo uniforme de fluido y la variación de su energía está entonces deter- 
minada, como se vio al principio de $ 23. Se halla el operador de perturbación a partir 
de de sustituyendo v = V$ y o” por los operadores de la segunda cuantización 
(24.10) y p por el operador impulso de la cuasipartícula Pp = — iV: 


ðe n lan., e 
an +76 -P+P-9); 


en el segundo término, el producto se ha simetrizado con objeto de ponerlo en forma 
hermítica. Se calcula entonces la probabilidad de emisión de los fonones como se 
indicó previamente en el caso de la desintegración de fonones (ver problema). 


PROBLEMA 


Determinar la probabilidad de emisión de fonones por una cuasipartícula cuyo impulso p está 
próximo al valor umbral p, en el cual la velocidad de la cuasipartícula alcanza a la del sonido. 


SOLUCIÓN. El elemento de matriz del operador (34.11) se toma para la creación de un fonón 
(con impulso q) y la transición simultánea de la cuasipartícula entre estados (ondas planas) con 
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impulsos p y p’. Cerca del umbral, el impulso de fonón q < pe y la dirección de q es casi igual que 
la de p.f Se encuentra entonces 


| quyW? 
Va = — irh)? ô 4,492) 37 ES (E e) Í 


en donde 


A= p+ |2 2 E 
u 0017 =>». 


Por tanto, la probabilidad diferencial de emisión de los fonones es 


_ rqu 
dw o Asfel p)— eli p-qi)-— al a > 


la función delta del impulso se elimina por integración respecto a d*p”. Escribiendo el argumento 
de la función delta en la forma aproximada — uq(1 — cos 0) e integrando respecto a d*g, se ob- 
tiene 


w = 24Up-p.?/370h*. 


$35. Propiedades del espectro cerca de su punto final 


En esta sección consideraremos las propiedades del espectro de un líquido de 
Bose cerca de los umbrales de desintegración de las excitaciones elementales en dos 
cuasipartículas, ninguna de las cuales es un fonón [casos (a) y (b) en $ 34].+ En 
contraste con las desintegraciones en que se crean fonones, estos casos no per- 
miten la aplicación de la teoría de perturbaciones y, con objeto de llevar a cabo 
su estudio, es necesario aclarar la naturaleza de las singularidades de las funciones 
de Green del líquido en los puntos umbrales. Por otra parte, puesto que sólo esta- 
mos interesados en estas singularidades, podemos esquematizar ampliamente y sim- 
plificar así los cálculos. En particular no necesitamos distinguir entre las funciones 
F y G (puesto que sus propiedades analíticas son las mismas) y podemos proceder 
como si sólo existiese un tipo de funciones de Green; teniendo en cuenta que la 


t Estamos considerando el caso particular en el que el fonón se emite en ese sentido (y no en el opues- 
to). Para que esto sea así, e(p) cerca del umbral debe tener la forma 


elp) = P)+(P—p,) u+a(p— p), 


con un signo más en el término lineal. A partir de la ley de la conservación de la energía, se ve fácilmente 
que la emisión de fonones es entonces posible si œ > 0, lo que ocurre cuando p > pe; el impulso del fonón 
emitido toma valores comprendidos en el intervalo 0 < q < 2(p — po). 

1 Los resultados de esta sección se deben a L. P. Pitaevskil (1959). 
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diferencia entre F y G produciría simplemente algunos términos con análogas pro- 
piedades analíticas en las ecuaciones, esto no influiría en los resultados. 

El hecho de que la singularidad de importancia en la función de Green está 
relacionada con la desintegración de una cuasipartícula en otras dos, desde el punto 
de vista de la técnica diagramática significa que surge a partir de diagramas del 
tipo 


Q 
sA oe (35.1) 
P-Q 


que pueden cortarse a través de dos líneas continuas, es decir, que contienen esta- 
dos intermedios de dos partículas. En estos diagramas, existe una integración res- 
pecto al 4-impulso intermedio Q = (qo, q) y juega un papel decisivo (en lo que se 
refiere a la presencia de la singularidad) el margen de valores de O y P — Q con los 
que se forman los productos de la desintegración de la cuasipartícula cerca del 
umbral. La proposición básica de la teoría que daremos a continuación es que este 
intervalo de valores del 4-impulso no es especial en cuanto se refiere a la función 
de Green G(O) que tiene allí la forma polar usual 


G(Q) = G(qo, q) < [go — e(q) + 10]71, (35.2) 


en donde la función e(q) es la energía de las cuasipartículas formadas y no tiene 
singularidad. La única característica físicamente distintiva de este intervalo es que 
dentro de él, la cuasipartícula puede «pegarse» a otra cuasipartícula, pero este pro- 
ceso es imposible a la temperatura cero, debido a la ausencia de excitaciones reales. 
La única región especial a efectos de la función de Green es el margen de valores 
de P [líneas externas en los diagramas (35.1)] cerca del umbral de desintegración 
de la cuasipartícula original. 

Las dos líneas que se unen en el diagrama (35.1) corresponden a los factores 
G(O)G(P — O), y en ellas existe una integración respecto a O. Ahora, puesto que 
sólo es importante un pequeño intervalo de valores de O, los restantes factores del 
diagrama pueden considerarse como constantes en la integración e igualar sus valo- 
res al del umbral Q = Q.. t Así pues, el diagrama incluye un factor expresado por la 
integral 


dQ 


i 
MP =a | Ta e e A T" 


t Este punto no es necesario precisarlo más. Como los factores G(Q)G(P — Q) son independientes 
del ángulo $ que define la posición del plano (p, q), resulta que la integración respecto a $ equivale a pro- 
mediar el resto del integrando respecto a ġ y luego d*Q puede escribirse en la forma 211g*dg.dad cos 0. 
En esta integración respecto a d*'Q, sólo tiene importancia un pequeño margen de valores. Esta nota se 
aplica también a las etapas correspondientes de los cálculos que siguen. 
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en donde P = (w, p). La integración respecto a q, se lleva a cabo cerrando el con- 
torno de integración con una semicircunferencia infinita en un semiplano de la 
variable compleja q, resultando 


E dq 
ia | w—e(q)—elp—4/)+150 ` Caa 


Volveremos posteriormente al estudio de esta integral; primeramente debemos 
expresar en función de la misma la función exacta requerida G(P), sumando a tal 
fin todos los diagramas de la forma (35.1). 

En el caso de la función G(P) podemos escribir una ecuación diagramática de 
Dyson: 


-r = t LD- (35.4) 


Las líneas gruesas representan ahora la función exacta iG y las líneas finas la parte 
«no singular» de esta función, determinada por el conjunto de diagramas que no 
pueden dividirse a través de dos líneas. El segundo término del segundo miembro 
de (35.4) representa el conjunto de diagramas de la forma (35.1). El círculo blanco 
representa la función vértice de «tres puntos» exacta, que designaremos por IO, 
P — Q, P); el círculo sombreado es su parte no singular, que excluye aquellos dia- 
gramas que pueden dividirse a través de dos líneas continuas.j Como se aplicó pre- 
viamente, la integración respecto a dQ conduce a la presencia del factor T(P) 
y los restantes factores del diagrama se sustituyen por sus valores en Q = O.. Así 
pues, la ecuación (35.4) significa que 


G(P) =AP)+b(P)G(P)T AP) IP), (35.5) 


en donde I.P) = I(Q., P — Q., P) y a(P), b(P) son ciertas funciones regulares 
cerca del umbral P = P.. 

En (35.5) existen dos funciones singulares G y I, y para expresarlas en fun- 
ción de JI se necesita, por tanto, una ecuación adicional. Ésta se halla observando 
que la función vértice exacta J” se representa mediante una serie en «escalera»: 


E El caso aquí es análogo a la ecuación de Dyson en electrodinámica cuántica (ver TCR, $ 104): como 
allí, se obtiene el conjunto completo de diagramas requerido aplicando correcciones a una sola de las 
funciones vértice. 
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análoga a (17.3) para una función vértice de cuatro puntos. La suma de dicha serie 


da la ecuación . 
Q Q 
0 Q 
D-2 = ye . LD- 
P 
P-Q P-Q eo *% 


[cf. (17.4)]; en forma analítica, con O % Q., da 
IAP) =P) +d(P)MP)ITAP), 


en donde c(P) y dP) son funciones regulares. Eliminando a continuación J, entre 
las dos ecuaciones obtenidas, se encuentra la expresión buscada para la función 
de Green expresada como función de JT: 


A(P) II(P) 
1+B(B) II (P) 
en donde A, B y C son funciones que son asimismo regulares. 


Los cálculos siguientes son diferentes para los diversos tipos de desintegración 
de las cuasipartículas. 


G-UP) = +C(P), (35.6) | 


(a) Umbral para la desintegración en dos rotones. 


En este caso, la energía e(q) de las partículas formadas cerca del umbral viene 
dada por (22.6) y la integral (35.3) se reduce a 


Ho, q) = | fo-24- zyr [apra lp as: (85.7) 


Para la integración utilizaremos nuevas variables q}, q, de acuerdo con las defi- 
niciones 

qx = (po sen0 +q) cos $, 

qy = (posen0 + q;) send, 

z = Pocos 0 +q, 
estando el eje z dirigido a lo largo de la dirección de p y estando definido el ángulo 0 
por la ecuación 2p, cos 0 = p. Cerca del umbral, q; y q4 son pequeñas y tenemos 
con la exactitud necesaria 

q = Po +q sen + q; cos 0, 

:P— 4i ~ Po +q¿Sen0— q; cos 0, 
dq ~ pysenó dq; dq, de. 
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La expresión entre corchetes de (35.7) se reduce a 


1 
m* 


fo —24-— (qesen? 0 + qz? cos? J 


y después de otro cambio de variables 


qesenð = y/m'pcosyp, q;cos0= y/m' oseny 


se encuentra, integrando respecto a Y, 


"Po [__ od 
Ai dd ol > 


La divergencia de esta integral para valores grandes de p se debe únicamente 
a las aproximaciones realizadas y carece de importancia; si se corta la integral 
a cierto valor p? >|2A — e| se tiene una contribución solamente a la parte re- 
gular de /7. La parte singular de esta función, que es la que nos preocupa, procede 
del intervalo próximo al límite inferior de la integración y resulta ser 


H œ bez. (35.8) 


En el caso de valores pequeños de 2A — w este logaritmo es grande; sustitu- 
yendo (35.8) en (35.6) y desarrollando en potencias inversas del logaritmo, se ob- 
tiene 


a -1 
G-Yo, P) = b-+e( log aa) A 


en donde a, b y c son otras funciones regulares de w y p. En el umbral (p = po), 
la energía de las cuasipartículas que se están desintegrando está determinada por 
los ceros de G71; esto significa que G1QA, p.) = 0 y para ello debe cumplirse que 
bQA, p) = 0. La función regular b(w, p) se desarrolla en potencias enteras de las 
diferencias p — p, y œw — 2A; sustituyendo también las funciones regulares a(w, p) 
y C(w, p) por sus valores en el umbral, llegamos a la expresión siguiente para la 
función de Green en la región cercana al umbral: 


G-{w, p) = $ |» peta (los > 450) | , (35.9) 


en donde a, a y £ son constantes. 
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Igualando a cero esta expresión, se encuentra el espectro (p) cerca del umbral. 
Si el margen en el que es imposible la desintegración corresponde a p < pe, € < 2A, 
las constantes a y a deben ser positivas y la ecuación G~ = 0 tiene la solución sin 
decaimiento: 


s =24-4 exp (— ). (35.10) 


Pce—P 
Vemos que el espectro alcanza el umbral con una tangente horizontal de orden in- 
finito. Sin embargo, en el intervalo p > p,, la ecuación G~ = 0 no tiene soluciones, 
reales o complejas, con e = 2A para p = p.. En este sentido el espectro no conti- 
núa más allá del umbral, sino que termina allí.j 

(b) Umbral en el caso de desintegración en dos cuasipartículas con impulsos 
paralelos. 


Como en el umbral, para p = p., la expresión e(q) + e(| p + q |) debe tener un 
mínimo como función de q, su forma cerca del umbral es 


(q) +e(lp-q1) = €e+ vel p—po)+a(q—q0)+Bl(q—q0) - p.?, (35.11) 
en donde a y [ son constantes, v, es la velocidad de cada una de las cuasipartículas 


formadas por desintegración en el umbral y q, es el impulso de una de ellas. Susti- 
yendo (35.11) en (35.3) y utilizando nuevas variables de integración definidas por 


p=4q-—40 PePe = Pe COS Y, 


obtenemos 
> 1 o? do d cos y 
SS T | E— € VÁ p—pe)—a0*—Bo"p; cos” y ` 


Esta integral tiene una singularidad en forma de raíz cuadrada en el umbral: 
IT œ [vd p—pe)-(e— £e)}!?. (35.12) 


Sustituyendo esta expresión en (35.6), se encuentra la función de Green cerca 
del umbral: 


Go, p) = Alo, p)+ B(o, p)v(p—p.)—(0—e¿)11?. 


tf Como ya se ha mencionado en la tercera nota a $ 34, el espectro del helio líquido termina de hecho 
en un punto de este tipo; la curva de la figura 2 se aproxima a la línea recta € = 24, con una tangente 
horizontal. 
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Como GKe., pe) = 0 y A y B son funciones regulares, podemos desarrollar el segundo 
miembro en potencias de p — p. y œ — £. y Obtener finalmente 


GE [op —pe)-—(w— Ee)] Y 2+ [a( p — Pp) +b(w— eo)], (35.13) 


siendo a y b constantes. 

La forma del espectro queda determinada por la ecuación G7" (e, p) = 0. Busque- 
mos su solución en la forma e — e, = v.p — p.) + constante x (p — p.)?; si ésta 
existe para p < pe, debemos tener a + bv, œ> 0, y entonces 


e = Ect Ve p—Po)—(a+ bu) (ppoY. (35.14) 


Con la misma condición en p > pa la ecuación G7 = 0 no tiene ninguna solución 


con e Y €, para p X pe. Así pues, en este caso también el espectro termina en el 
umbral. 


CAPITULO IV 


FUNCIONES DE GREEN A TEMPERATURAS NO NULAS 


$36. Funciones de Green a temperaturas distintas de cero? 


La definición de la función de Green de un sistema macroscópico a temperaturas 
no nulas difiere de la realizada a temperatura cero sólo en que se sustituye la acción 
de promediar respecto al estado fundamental de un sistema cerrado por el prome- 
dio sobre una distribución de Gibbs: el símbolo <...> designa ahora 


(-)=Ewán!...10) wa = ep (E). (36.1) 


en donde la suma se extiende a todos los estados del sistema (que se distinguen 
entre sí, tanto por su energía E, como por el número de partículas N,), E; = E, — 
— uN, y <n|...| n> es el elemento de matriz diagonal respecto al estado n. Los 
valores medios así definidos son funciones de las variables termodinámicas T, u y V. 
En el estudio de las propiedades analíticas de las funciones de Green a tem- 
peraturas no cero (L. D. Landau 1958) es conveniente utilizar lo que se denominan 
funciones de Green retardada y avanzada, cuyas propiedades analíticas son más 
sencillas.+ Consideraremos el caso particular de los sistemas de Fermi. 
La función de Green retardada se define por 


PLD PE XDA PEAX AID), A > ta, 


¡GR(X,, X2) = 
ap X1, X2) | o, ESE 


| (36.2) 


En el caso de un sistema no ferromagnético microscópicamente homogéneo, en 
ausencia de un campo externo, esta función (como la ordinaria Gap) se reduce a una 
función escalar que depende sólo de la diferencia X = X, — X,: 


GE(X1, X2) = ôpGF(X), GP = 26h. (36.3) 


t En $$ 36-38 las unidades son tales que å = 1. 
1 Es costumbre designar estas funciones mediante los índices R y A, respectivamente. 
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El paso a la representación de los impulsos se hace del modo usual. Pero, puesto 
que G*(t, r) = 0 para t <0, en la definición 


GR(w, p) = f f e-d GR(t, r) de dix (36.4) 
0 


se toma la integración respecto a t realmente sólo desde O hasta oo. El desplaza- 
miento de la variable w hacia el interior del semiplano superior mejora la conver- 
gencia de dicha integral. De aquí que la integral (36.4) defina una función analítica 
sin singularidades en el semiplano superior de «w.f En el semiplano inferior, que 
es donde se define G? mediante continuación analítica, ésta tiene polos (ver más 


adelante). 
Podemos obtener para G? un desarrollo semejante a (8.7) para G a T = 0. Desa- 
rrollando el elemento de matriz <n|...| ny del producto de operadores y por la 


regla de multiplicación de matrices y espresando los elementos de matriz en la forma 
(8.4) se tiene 


¡GR(t, Y) = E Y wyje Omt—kan: (n | Pa(0)| mym | PEO)! n) 


n m 


+ e loma kna -C | G (0) | m)(m | Pa(0)| m)), 


en donde wmn = Em — En, Kmn = Pm — P,. La suma respecto a n y m tiene signi- 
ficados ligeramente diferentes para los dos términos entre corchetes: en el primer 
término, los números de partículas en los estados n y m están relacionados por 
Nm = N, + 1, y en el segundo término por Nm = N, — 1. Con objeto de eliminar 
esta diferencia, intercambiemos los subíndices m y n en la segunda suma. Obser- 
vando también que 


(n | Pa(0)| MXM | PE (0) | n) = | (n | Pa(0)| m)? = Anm 
podemos escribir la expresión completa como 


¡GR(t, 1) = $ Y wĈe™Omt-kmn: DA mp(14e7omT), t =0. (36.5) 


Finalmente, al calcular la integral (36.4) sustituyamos w (como en $ 8) por w + ¡0 
con lo que se obtiene finalmente 


Amn0(p — Emn) 
W—Omn +10 


GE(o, p) = 4 (27} Y wn (1 + e—2mT), (36.6) 


+ Comparar con el estudio análogo realizado para la función a(w) en la parte 1, $ 123. Como es na- 
tural la correspondencia entre las propiedades analíticas de las funciones GF y œ no son casuales. Según 
parte 1 (126.8), a se expresa de modo análogo en función de un conmutador determinado de operadores. 
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Debe señalarse que todos los polos de esta expresión caen (de acuerdo con el estudio 
anterior) por debajo del eje real, en el semiplano inferior de œw. 

La última propiedad es suficiente para establecer una cierta relación entre las 
partes real e imaginaria de la función, denominada relación de Kramers-Kronig 
o relación de dispersión: 


oo y R 


«00 


du; (36.7) 


compárese con la relación semejante para a(w) en la Parte 1, $ 123. También puede 
comprobarse la validez de la misma directamente, separando las partes real e ima- 
ginaria de (36.6) mediante el empleo de (8.11). También puede señalarse que esta 
última fórmula permite volver a escribir a (36.7) como 


Gk(o, p) == | A y (36.8) 


u—w-—i0 ’ 


— 00 


en donde 


o(u, p) = — 3 (27)} > Wn AmnÒ(U — 0 mn) ô(P— Km) (1 + ema !T), 


En el caso en que w sea real, ọ = im G”. 

La representación (36.8) adquiere un significado más profundo si tomamos el 
«límite macroscópico» V > œ (para un cociente dado N/V). En este límite, los 
polos @mn se reúnen y o(u) resulta no nulo para todo u, dejando de ser una suma de 
funciones delta en puntos discretos. Entonces la fórmula (36.8) determina G*(w) direc- 
tamente en el semiplano superior de w y sobre el eje real. Para determinar G*(w) en 
el semiplano inferior de w es necesario hacer una continuación analítica de la inte- 
gral y esto exige que el contorno de la integración se deforme de tal modo que pase 
siempre por debajo del punto u = w. Aquí G*(w) puede tener singularidades en el 
semiplano inferior (a una distancia finita del eje real) y el contorno de integración 
se «contrae» entonces entre el polo u = œ y la singularidad del numerador. 

La función de Green avanzada se define de modo semejante por 


0 tı = ta, 


y 36.9 
(PAX) PEX) PEAD PAD a< d eR 


¡Gé( Xi, X2) = l 


La función G*(w, p) en la representación de los impulsos es una función analítica 
de la variable œw, sin singularidades en el semiplano inferior. Su desarrollo difiere 
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de (36.6) por un cambio de signo de ¡0 en los denominadores. Esto significa que 
en el eje real G*(w) = G**(w) y en todo el plano œ 


G4(w*) = G**(c). (36.10) 
Cuando œ > œ, GF y G^ tienden a cero del mismo modo que G: 


GR, G*>1/w cuando '[w|>«. (36.11) 


Se determina el coeficiente unidad de esta expresión asintótica [ver la deducción 
de (8.15)] mediante la discontinuidad de la función en t; = f, que es indepen- 
diente de la temperatura y es el mismo para las tres funciones G*, G4, G como re- 
sulta evidente a partir de sus definiciones. 

Para establecer la relación existente entre las funciones G* y G* así definidas 
y la función de Green ordinaria 


¡Gap X1, X2) = (T LX) PHX), (36.12) 


obtengamos para la última una expresión análoga a (36.5). Cálculos totalmente 
análogos a los vistos anteriormente dan el resultadot 


1 
G(o, p) = — > (2704 2 WnAmnÂlP— K mn) X 
x Te (142-067) 4 ¿(0 —0mn) (1 -ean . (36.13) 


La comparación entre (36.13) y (36.6) muestra que 


GR(w, p) 
G4(w, p) 


La misma expresión (36.13) demuestra también que 


|- re G(w, p)+ i coth (w/2T) im G(o, p). (36.14) 


sgn im G(w, p) = —Sgn o. (36.15) 


Debe señalarse que G, a diferencia de G? y G^, no es una función analítica de w. 
Cuando T > 0, cotgh (w/2T) > signo w, se deduce de (36.14) que sobre el eje real 


GR, = 0, 
ce | de | (36.16) 


G4 0-<0. 


+ Al pasar a la representación de los impulsos, la integral respecto a 1 se divide en dos partes, desde 
— œo hasta 0 y desde O hasta co; en una de éstas se intercambian los subíndices de suma m y n. 
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Así pues, la función G(w) para T = 0 es igual, en las dos mitades del eje real de w, 
a los límites (cuando | im œ [| > 0) de dos funciones analíticas diferentes: G*(w) 
en la mitad derecha y G*(w) en la mitad izquierda. 

Es fácil escribir a continuación las expresiones para G* y G* de un gas ideal 
de Fermi. Sólo es necesario observar que satisfacen la misma ecuación (9.6), cuya 
deducción sólo hizo uso del valor de la discontinuidad de la función en f, = ta. 
El procedimiento para rodear el polo se conoce a partir del hecho de que debemos 
pasar por debajo del eje real para G(Y* y por encima para G(%*, De aquí que 


2 —1 
GOR, Ao, p) = [+ pio] , (36.17) 


que es válida tanto a temperatura cero como no nula. En el caso de la función GO, 
se tiene de acuerdo con (36.14) 


1 w 2 
GO A = P 2 i > DN 
(w, p) orm tgh 7 Je F +) - (36.18) 


Cuando T > 0, volvemos a la fórmula (9.7) que difiere de (36.17) en que se susti- 
tuye + i0 por i0. signo w. 

Las fórmulas correspondientes para un sistema de Bose son las siguientes. Se 
definen las funciones de Green retardada y avanzada por 


(PX) PHX) PHX DX > to, 


0, fi < ta; 
a ¿TP 66.19) 


—(P (Xy) PX) PHX) (XA), < ta. 


¡GR(X,, X2) = l 


iG4A(X:, Xə) — | 


En el caso de temperaturas por encima del punto 2, en estas definiciones intervienen 
operadores y completos; por debajo del punto 4, relacionan los operadores corres- 
pondientes a la parte de encima del condensado. En lugar de (36.6) tenemos ahora 


Amn0(P — Emn) 


(0 — mn FLO 


GX(o, p) = QaY Y wn (1 —e-omiT), (36.20) 


Esta función está relacionada con G por 
GE(o, p) = re G(o, p)+i tgh (w/27T).im G(o, p). (36.21) 


Sobre el eje real 


im G(o, p) < 0; (36.22) 
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Se define G, de acuerdo con (31.1), realizando un promedio sobre la distribución 
de Gibbs en lugar de promediar respecto al estado fundamental. En el caso de un 
gas de Bose ideal, la función G* viene dada por la misma fórmula (36.17) y G vale 


1 P 
GO) N EE E aal 
(o, P) = pa i oth yy y è (e- a 2m +t) - (36.23) 


El significado físico de las funciones de Green a temperaturas no nulas es esen- 
cialmente el mismo que a T = 0. Las fórmulas que relacionan G con la distribu- 
ción de los impulsos de las partículas (7.23) y con la matriz de densidad (7.18), 
(31.4) siguen siendo válidas, como es lógico. 

Las proposiciones básicas que afirman la coincidencia de los polos de la fun- 
ción de Green con la energía de las excitaciones elementales también sigue siendo 
válida (pero, puesto que la propia G no es analítica, ahora resulta más conveniente 
referirse a los polos de la función analítica G? en el semiplano inferior de w o a los 
de G* en el semiplano superior). Esta aseveración se deduce de nuevo (como en 
$ 8) del desarrollo (36.6). Aunque ahora las frecuencias de transición W,,, entre 
dos estados cualesquiera del sistema están contenidas en diferentes términos de 
este desarrollo, todavía quedan (después de pasar al límite macroscópico) polos 
que corresponden solamente a transiciones desde el estado fundamental a estados 
con una sola excitación elemental. Las transiciones entre dos estados excitados no 
producen ningún polo en la función de Green macroscópica de una partícula, por 
la misma razón que no aparece ningún polo como resultado de las transiciones desde 
el estado fundamental hasta estados con más de una cuasipartícula (ver $ 8): la 
diferencia de energía de estos estados no está unívocamente definida por la diferen- 
cia de sus impulsos. 

Debemos también hacer hincapié de que a temperaturas no nulas el período de 
vida de las cuasipartículas se ve regido no sólo por su inestabilidad intrínseca sino 
también por sus colisiones mutuas. Para que continúe teniendo significado el con- 
cepto de cuasipartículas, debe ser débil el decaimiento producido por ambas causas. 


$ 37. Funciones de Green de la temperatura 


Para construir técnicas diagramáticas con objeto de calcular la función de Green 
a temperaturas no nulas, resulta necesario pasar de la representación de Heisen- 
berg de los operadores y a la representación de la interacción, como en $ 12. Esto 
conduciría de nuevo a una expresión que difiere de (12.12) sólo en que el promedio 
no se realiza sobre el estado fundamental. Existe, sin embargo una diferencia fun- 
damental: la operación de promediar los operadores $71 ya no puede seguir sepa- 
rándose de la de los demás factores como se hizo al pasar de (12.12) a (12.14). La 
razón es que ningún estado, aparte del estado fundamental, se convierte en sí mismo 
mediante el operador S”*, sino que se convierte en cierta superposición de estados 
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excitados que poseen la misma energía (que incluye el resultado de todos los pro- 
cesos de decaimiento mutuos posibles de las cuasipartículas). Esto origina una 
complicación considerable de las técnicas diagramáticas y aparecen nuevos términos 
a partir de las contracciones en las que intervienen también operadores y proce- 
dentes de S”1, 

Sin embargo, podemos alterar la definición de la función de Green de tal modo 
que no aparezcan estas complicaciones. El formalismo matemático basado en esta 
definición, desarrollado por T. Matsubara (1955), resulta especialmente adecuado 
para el cálculo de las magnitudes termodinámicas de un sistema macroscópico. 

Definimos los operadores y de Matsubara mediante las expresionest 


YM(T, r) = eÊ’ Dar) eÊ, (37.1) 


PA(x, r) = e® pil) e7” 


en donde t es una variable real auxiliar; estos operadores difieren formalmente 
respecto a los operadores de Heisenberg en que la variable real ż en estos últimos 
se sustituye por la variable imaginaria — ir.t Un cambio semejante (y > ym 
Pt > PM ¡0/0t > — 0/07), por ejemplo en (7.8), da las ecuaciones que satisfacen 
los operadores (37.1). Con éstos se define una nueva función de Green «4 análoga- 
mente a como se definió la función de Green ordinaria G mediante los operadores 
y de Heisenberg: 


Galti, r1; T2, r2) S (T: PMi, rı) ÚDA(x,, r2)), (37.2) 


en donde T, es el «operador cronológico-T», que sitúa los operadores de derecha 
a izquierda en orden de r creciente (con cambio de signo cuando se intercambian 
los operadores en el caso de sistemas de Fermi); los corchetes <...> designan la 
operación de promediar respecto a la distribución de Gibbs. Este promedio puede 
escribirse explícitamente si se expresa la definición (37.2) como 


Go OT PIP), ap (E), 373) 


en donde tr indica la suma de todos los elementos diagonales de la matriz. Esta 
función recibe el nombre de función de Green de la temperatura, en contraste con 
la función de Green «ordinaria» G, denominada en este contexto función de Green 
temporal. 


+ En esta sección escribiremos simultáneamente las fórmulas para los sistemas de Fermi y los de 
Bose (por encima del punto 4). En donde aparezcan signos alternativos, los signos superiores corres- 
ponden a sistemas de Fermi y los inferiores a sistemas de Bose. En el caso de los sistemas de Bose han 
de omitirse los índices de spin. 

1 Debe resaltarse que, debido a este cambio, el operador pu no es el mismo que u+ 
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Igual que Gag, es el caso de un sistema no ferromagnético en ausencia de un 
campo magnético externo 4 ¿g se reduce a un escalar: Gag = Gôg. Para un sistema 
espacialmente homogéneo, su dependencia con r, y rą se reduce de nuevo a una 
dependencia respecto a r} — ro. 

Se ve también fácilmente que, por su definición (37.3), (Y depende sólo de la 
diferencia T = 1, — Tə. Por ejemplo, sea 7, < Ta; entoncest 


G=+ 


5 QIT tr fe-Î'IT e tÊ’ A Pa (r2) e- 2+0) Bs Pa (r1) enin, 
o, si se realiza un intercambio cíclico de factores en la traza, 


G= e2T tr fe” T+) Ê Di (19) eÊ Pr), T<0, (37.4) 


> 
que hace evidente la veracidad de nuestra afirmación. 
La variable r en la práctica únicamente toma valores en el intervalo finito 


-IT <t<1/T. (37.5) 


Los valores de (t) para t < 0 y t > 0 están relacionados de una manera simple. 
Cuando T = T} — Ta >O, se encuentra, de modo análogo a la deducción de (37.4), 


G= 5 — eT tr fer 8" d.(11) e 4 bi (ro) 


> eor tr fe pira) UTOR A) 0, 


(2) 


y comparando con (37.4) se tiene 


GO) =+4r+1/T) t= 0; (37.6) 


según (37.5) el argumento de la función del segundo miembro es positivo cuando 
T<O. 

Desarrollemos a continuación 4£4(t, Fr) como una integral de Fourier respecto 
a las coordenadas y como una serie de Fourier en 7 [en el intervalo (37.5)]:+ 


Gít,r) = T Y eo 1—0 Gs, P) 5 Si; ; (37.7) 


$ = -00 


t El factor 2 entre paréntesis se aplica a los sistemas de Fermi; ha de sustituirse por 1 en el caso de 
sistemas de Bose. 

ł Este procedimiento se debe a A. A. Abrikosov, L. P. Gor'kov e I. E. Dzyaloshirskii (1959) y E. S. 
Fradkin (1959), 
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en el caso de sistemas de Fermi 


E, = (Qs+1)aT, (37.84) 

y en el caso de sistemas de Bose 
Es = 2saT, (37.8b) 
s=0, +1, +2,...; la condición (37.6) se satisface entonces automáticamente. 


La transformación inversa a (37.7) es 
yT 
GlEs, p) = f f evi 0) G(T, r) dx dr; (37.9) 
0 


la integral extendida al intervalo — 1/T < t < 1/T se convierte en otra desde 0 
a 1/7 utilizando (37.6) y (37.8). 

Cálculos semejantes a los realizados en $36 nos permiten expresar (s P) 
en función de los elementos de matriz de los operadores y de Schródinger, con el 
resultado 


nE (ray Amn0(P —Kmn) —9/T 
Gs, p) = TON 2, Wan Eo, Ee ma/T), (37.10) 
De aquí vemos, en primer lugar, que 
Gs») = Gs p). (37.11) 


A continuación comparando (37.10) con los desarrollos (36.6) y (36.20) para GF, 
se encuentra que 


Gs p) g GR(i?s, p), Cs > 0. (37.12) 


La condición £, > 0 se debe al hecho de que las expresiones (36.6) y (36.20) son 
inmediatamente válidas únicamente en el semiplano superior de w, como se explicó 
en $36. Análogamente, resulta que (€s P) = G*(iz, p), £, < 0. Así pues, la fun- 
ción de Green de la temperatura en sus componentes de Fourier es la misma que la 
función de Green retardada o avanzada en puntos discretos del eje imaginario w. 
En particular este resultado conduce de una vez a una expresión para la función 
de Green de la temperatura de un gas ideal: sustituyendo w por i¢, se tiene a partir 
de (36.17) 


GO. p) = E - + n| de (37.13) 


En la sección siguiente se describirá la técnica diagramática para calcular la 
función (Čs P). Para determinar G*(o, p) (y, por consiguiente, en particular para 
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determinar el espectro de energía del sistema), debemos construir una función ana- 
lítica igual a (č, p) en los puntos w = if, y que no posea ninguna singularidad 
en el semiplano superior de w. Este procedimiento es único si añadimos el requisito 
de que G*(w, p) > 0 cuando | œ| > œ; ver (36.11). Sin embargo, pueden aparecer 
algunas dificultades en casos específicos como en el de una continuación analítica. 
No obstante, resulta innecesario para el cálculo de las magnitudes termodinámicas. 
Por ejemplo, para calcular el potencial Q podemos partir de la expresión co- 
rrespondiente a la matriz densidad promediada sobre la distribución de Gibbs, 


Noap(t1, r2) = E GaplTa, 115 71+0, r2), (37.14) 
que es evidente a partir de la definición (37.2); cf. (7.17). Poniendo r, = H y sumando 
cuando au = f se tiene para la densidad del sistema 


N y o FP 3 
— = aT A 7.15 
yr 2 | Gs P) e a i pe Ea 
Esta expresión determina N en función de u, T y V y Q(u, T, V) se calcula entonces 
integrando la ecuación N = — 0%/0u. 


$38. Técnica diagramática para las funciones de Green de la temperatura 


La técnica diagramática para el cálculo de la función de Green de la tempera- 
tura G se establece de modo semejante a como se hizo en $$ 12 y 13 para la función 
del tiempo G. El hecho de que la definición de los operadores y de Matsubara (37.1) 
difiera de la correspondiente a los operadores de Heisenberg únicamente en la sus- 
titución formal de it por t nos permite hacer un empleo considerable de la analogía 
directa. 

En primer lugar definamos los operadores de Matsubara en la representación 
de la interacción; difieren de (37.1) en que el hamiltoniano exacto Ĥ’ se sustituye 
por el hamiltoniano de partícula libre M;: 


Mq, r) = exp (tHo) P(r) exp (— tho). (38.1) 


La relación entre los operadores YM y ym viene dada por la matriz S de Matsubara, 
construida de modo semejante a (12.8): 


ó(ta, 11) = T, exp l — f Por) d| 3 (38.2) 


en donde 


Pola) = exp (Ay) Y exp (— tho) (38.3) 
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es el operador de interacción en esta representación. Pero, mientras que en $ 12 
se estableció la relación entre Y y Y, con la condición inicial de que la interacción 
se «conectaba» en t = — co, ahora la condición «inicial» debe ser que ÚM y M 
sean iguales en t = 0. De acuerdo con ello, tenemos en lugar de (12.11) 


YPMA(y) = 6-Ux, 0) M(t) ó(z, 0). (38.4) 


Sustituyamos esta expresión en la definición (37.3) de la función de Green; 
tomando el caso particular 7, > Ta, se tiene 


GaplTr T2) = — tr {w8 -T1, 0) PMT) ôt, 0) 6—Xr2, 0) PACT) ôlTa, 0)}; 
se omiten por brevedad los argumentos r, y rą. Observando que, cuando T) > T, > Tp 
S(T,, T3) = Ó(T,, T2) (To, Ta), 
(Ta, T1) ôT UTg, T1) = Ó(To, T3), 


obtenemos 


ET EA 5 wó- (7 .0) [8 (7 E ORL O o)| | 


Los factores del corchete están ya en el orden de t crecientes de derecha a izquierda. 
Por consiguiente, podemos escribir 


Gaplty, T) = — tr {v6 -T, PM) PM) 67), (38.5) 
en donde 


ô = ó(1/T, 0). 


Se comprueba fácilmente que en esta forma la expresión sigue siendo válida tam- 
bién para 7, < Tə. 

En constraste con (12.13), la ecuación (38.5) contiene un factor extra (de Gibbs) 
y la acción de promediar se realiza sobre estados de un sistema de partículas inter- 
activas. Demostraremos que estas dos diferencias se compensan y existe una ana- 
logía completa con (12.14). Para ello, utilizaremos la fórmula 


e- — ¿Ri ó(z, 0), (38.6) 


que se obtiene al sustituir (38.1) en (38.4) y comparando la expresión resultante 
con la definición de YM (37.1). Mediante (38.6) podemos sustituir en (38.5) 


eE TG-A1/T, 0) = e HT 
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2/T 


Se extrae fuera de la traza el factor e”””, se le traslada del numerador al denomina- 


dor y se le pone en la forma 
e 97 — tre PT = tre BT (1/T, 0). 


Finalmente, multiplicando el numerador y denominador por exp (Q,/T), siendo 
Q, el potencial termodinámico de un gas ideal para los mismos valores de x, T y V, 
se tiene 


Gapl Tr, T2) = — (6 Sn (T: WMS) Mir) 5)» (38.7) 


en donde se promedia respecto a los estados de un sistema de partículas no inter- 
activas: 


(do = tr Mo...) 


Existe una evidente analogía con (12.14). 

Para pasar a los diagramas de la teoría de perturbaciones, como en $ 13, desarro- 
llamos (38.7) en potencias del operador de interacción Po(t). En el caso de un sis- 
tema con interacción por pares entre partículas, este operador difiere de (13.2) 
únicamente en que se han sustituido los operadores de Heisenberg Pa YE por los 
operadores de Matsubara YM, DM Los valores medios de los productos de operado- 
res y se desarrollan de nuevo mediante el teorema de Wick (es decir, considerando 
todas las maneras posibles de contraer pares de operadores); la validez de este teo- 
rema en el límite macroscópico se demuestra en este caso mediante los mismos 
razonamientos que en $ 13. 

Las reglas de las técnicas diagramáticas así obtenidas son totalmente análogas 
a las reglas deducidas en $ 13 para T = 0. La forma gráfica de los diagramas es 
exactamente igual. Sólo existe una ligera variación de las reglas para la lectura 
analítica de los diagramas. 

En la representación de las coordenadas, cada línea continua desde el punto 2 
al punto 1 está asociada con un factor — G(t,, F,; T2, r2) (con un signo menos). 
Cada línea a trazos que une los puntos 1 y 2 corresponde a un factor — U(r — Ta) X 
X (Ti — Tə). Para todas las variables t y r de los puntos internos del diagrama 
existe una integración por dex en todo el espacio y por dr desde O hasta 1/7. 

Al pasar a la representación de los impulsos, debemos desarrollar todas las fun- 
ciones (GU en la forma (37.7). Después de la integración respecto a todas las varia- 
bles internas r, aparece una función delta en cada vértice del diagrama, expresando 
la ley de conservación de los impulsos (2p = 0). En cada vértice existe también 
una integral de la forma 

yT 


T f exp { = iv(Es, + Gis + Es) dr. 
0 
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Esta integral es cero [según (37.8)] a no ser que 27, = 0 y en este caso es igual 
a la unidad. Así pues, también se satisface en cada vértice la ley de conservación 
de las frecuencias discretas. Cada línea continua está ahora asociada a un factor 
— E, ); una línea continua cerrada tiene de nuevo un factor n® (u, T), que 
es la densidad del gas ideal para unos y y T dados. Para cada línea a trazos existe 
un factor — U(q). Aparece también la integración y suma respecto a todos los 
impulsos y frecuencias que permanecen indeterminados por la aplicación de las leyes 


de conservación en todos los vértices, en la forma 


oo dp 
T y Ta 


S = -0 


El coeficiente del diagrama completo en — s es (— 1)” en el caso de sistemas 
de Fermi, siendo L el número de secuencias cerradas de líneas continuas en el dia- 
grama. En el caso de sistemas de Bose, el coeficiente es la unidad. 

También en todas estas técnicas, como es natural y como cuando T = 0, podemos 
hacer una suma parcial y definir varios «bloques» en el diagrama. En particular, 
podemos determinar la parte del vértice, que se expresa en función de la función 
de Green de dos partículas. Esta parte de vértice se relaciona con (G mediante una 
ecuación de Dyson análoga a (15.14). No escribiremos con detalle las correspondientes 
fórmulas, cuya deducción es totalmente semejante a la realizada con las técnicas 
diagramáticas para T = 0. 

Cuando hacemos la transición al caso T = 0, las sumas sobre s de los diagramas 
de Matsubara se transforman en integrales sobre ¿ y las técnicas de Matsubara 
recuerdan mucho a las normales descritas en el capítulo II. Sin embargo, existe la 
diferencia de que para ¢ real las funciones de Matsubara son las mismas que los 
valores de G* y G* sobre las mitades correspondientes de los ejes imaginarios; ver 
(37.11), (37.12). Al pasar a las técnicas ordinarias para T = 0, debemos girar tam- 
bién el contorno de integración hasta que se transforme en el eje real w. 


CAPITULO V 


SUPERCONDUCTIVIDAD 


$39. Gas de Fermi superfluido. El espectro de energía 


La totalidad de la teoría de Landau expuesta en el capítulo I se aplica solamente 
a una clase de líquidos de Fermi —aquellos cuyo espectro de energía es de un tipo 
tal que no origina superfluidez. Este tipo de espectro no es el único posible para un 
líquido cuántico de Fermi y a continuación pasaremos a considerar sistemas de 
Fermi con espectros de diversas clases. El origen de dichos espectros y sus propie- 
dades básicas pueden apreciarse más claramente a partir de un modelo simple que 
permite un análisis teórico completo: un gas de Fermi casi ideal degenerado con 
atracción entre las partículas.t 

Ya se ha estudiado un gas de Fermi ligeramente no ideal con atracción entre 
las partículas en $ 6. A primera vista, los cálculos que se dieron allí eran igualmente 
válidos, tanto si había repulsión como atracción, es decir, tanto si la longitud de 
dispersión o scattering a era positiva como negativa. Sin embargo, de hecho, en el 
caso de atracción (a < 0) el estado fundamental del sistema así hallado es ines- 
table respecto a un cierto reordenamiento que altera su carácter y hace descender 
su energía. 

La naturaleza física de esta inestabilidad consiste en una tendencia de las par- 
tículas a «aparearse» mediante la formación de estados ligados de pares de par- 
tículas que están cerca de la superficie de Fermi en el espacio p y que poseen impul- 
sos iguales y opuestos y spines antiparalelos —lo que se denomina efecto Cooper 
(L. N. Cooper 1957). Es interesante señalar que este efecto se produce en un gas 
de Fermi por muy débil que sea la atracción entre las partículas. 

Debido a este efecto, el conjunto de operadores á,,, Âa que se utilizó en el pro- 
blema de un gas de Fermi con repulsión, y que corresponde a los estados libres de 
las partículas individuales del gas, ya no puede servirnos ahora de aproximación 


f Este problema es la base de la teoría de la superconductividad debida a J. Bardeen, L. N. Cooper 
y J. R. Schrieffer (1957). El método de resolución que damos se debe a N. N. Bogolyubov (1958). 
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inicial correcta en la teoría de perturbaciones. + En lugar de ello, debemos utilizar 
desde el principio nuevos operadores, que deba tener la forma de combinaciones 
lineales 


O NN l (39.1) 


bp, = UpâÂp+ — UpÚ Tp, > 
de los operadores de partículas con impulsos y spines opuestos; los subíndices 
+ y — se refieren a los dos valores del componente de spin. Debido a la isotropía 
del gas, los coeficientes u, y V, sólo pueden depender del valor absoluto del impulso p. 
Con objeto de que estos nuevos Operadores se correspondan con la creación y ani- 


quilación de cuasipartículas, deben obedecer a reglas de conmutación de Fermi 
semejantes a aquellas que poseían los operadores antiguos 


bubi t biba = d, (39.2) 


y anticonmutan todos los demás pares de operadores (con el subíndice se señalan 
los dos valores del componente de spin). Para que esto sea así, los coeficientes de 
transformación deben ser tales que 


u+ v3 = Í; (39.3) 


mediante una selección adecuada del factor de fase puede conseguirse que up y Vp 
sean reales. La transformación inversa a (39.1) es 


Âp+ = Upbp+ +0pb7p, > | (39.4) 
Âp— = Up, — Vpbtp, + 


Por las mismas razones (el papel predominante de la interacción entre pares 
de partículas con impulsos y spines opuestos), retendremos en la segunda suma 


del hamiltoniano (6.7) sólo términos en los que p, = — P: = P, Pi = — P: = p: 
Ñ p? A A gZ K: Ps x E 
H = 2 Fm Upa Upx = y Ke% âf, ây, ne dp, -x dp=+> (39.5) 


de nuevo con la «constante de acoplo» g = 4zh?| a |/m (la longitud de scattering 
o dispersión a < 0). 

En los cálculos siguientes será de nuevo conveniente utilizar el procedimiento 
acostumbrado para evitar que sea necesario tener en cuenta explícitamente la cons- 


ł La presencia de la singularidad en 0 = x de la expresión dada por la teoría de perturbaciones para 
la función de interacción de partículas (6.16) da ya una indicación de la inaplicabilidad de dicha teoría 
(en la forma utilizada en § 6) a los pares de partículas con componentes de spin + 4e impulsos p, % — pı; 
esta singularidad sólo existe con spines antiparalelos, lo que corresponde al valor propio — 3 del ope- 
rador 6, ` 02. 
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tancia del número de partículas del sistema: como nuevo hamiltoniano utilizaremos 
la diferencia H’ = H — uN, en donde 

A _ a+ A 
NÑ = Y Ari 
Pp, a 


es el operador número de partículas; el potencial químico está entonces determinado, 
en principio, por la condición de que el valor medio N sea igual al número dado de 
partículas del sistema. 

Utilizaremos también la notación 


np = p?/2m— u. (39.6) 
Como uy % pr?/2m, tenemos cerca de la superficie de Fermi 


nr = UF(p—Pr), (39.7) 


en donde Vy = pp/m. Restando uÑ de (39.5), podemos escribir así el hamiltoniano 
inicial como 


y) à A A g A A a An 
H’ = Y Mp âh âp — y 2, AA Âp, — Âp- (39.8) 
pa P, P 


Ahora haremos la transformación (39.4). Utilizando las relaciones (39.2) y 
(39.3) y la posibilidad de sustituir el subíndice de suma p por — p, se obtiene 


B' = 29, n+ È nug — 05) (by bos +b bp_) 
p p 
+2), NpUpt pbp + A A E a Y È B¿ Bo, (39.9) 
p p: Pp 


B, = up b_p, ES Do: — v bis DEp, — H Vpl Op, — Dip, -— bp bp). 


Se escogen ahora los coeficientes u, y Vp, mediante la condición de que la ener- 
gía E del sistema sea un mínimo para una entropía dada. La entropía viene dada 
por la expresión probabilística 


S = — Y [np 108 npa + (1 — pa) log (1 — Mpa)]. 
p, x 


La condición establecida es, por tanto, equivalente a hacer mínima la energía para 
unos números de ocupación de cuasipartículas dados Npa’ 

En el hamiltoniano (39.9) los elementos diagonales de la matriz son cero excepto 
aquellos términos que contienen los productos 


bi bpa = npo bpa bpe = 1— Mpx: 
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De aquí: que 
E=2Y n+ Y np; — U 7) Mp +Mp-) -5 p UpVp 1 — Mp4 — Mp -)] . (39.10) 
Pp p p 


Variando esta expresión respecto a los parámetros u, y utilizando la relación 
(39.3) se obtiene como condición para su mínimo 


ôE 2 Zo E E 
Si, = — TA — Hoy — Mp) [rusos — y — 2)? Uy Up l — My + n-)| O. 
Y, por tanto, 


(39.11) 


2 pUpUp = A(up— vp)» 
en donde A designa la suma 


A = Emol Mp: Mp): (39.12) 
p 


A partir de (39.11) y (39.3) podemos expresar u, y v, en función de 7, y A: 


up REI 1 ( Np ) S 
a AT A A (39.13) 
a VA? +n, 


Sustituyendo estos valores en (39.12), obtenemos una ecuación para A: 


g l — Mp4 — Pp- =j 
2y p A / A? + mo 
En el equilibrio, los números de ocupación de cuasipartículas son independientes 


de la dirección del spin y vienen dados por la fórmula de distribución de Fermi 
(con potencial químico cero; ver la última nota a pie de página de $ 1): 


n = n- = m = [74 1]72, (39.14) 


Pasando también de adición a integración en el espacio p, podemos escribir esta 
ecuación en la forma 


1 1-2n, dp 
Tope a A, Y 39.15 
2 | e OAF ó 0) 


Analicemos a continuación las relaciones obtenidas anteriormente. Veremos 
que A juega un papel básico en la teoría de los espectros del tipo que estamos con- 
siderando. Calcularemos primero su valor Ay para T = 0. 
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Cuando T = 0 no existen cuasipartículas, de modo que n, =0 y la ecuación 
(39.15) se transforma en 


g 4xp* dp 
2(27Y | (45+ n) 


(39.16) 


Puede observarse inmediatamente que esta ecuación no podría tener ciertamente 
ninguna solución para ^ si g < 0, es decir en el caso de repulsión, puesto que en- 
tonces ambos miembros tendrían signos opuestos. 

La contribución principal a la integral de (39.16) procede del intervalo de im- 
pulsos en donde A, < ve | pp — p| < vrpr ~u y la integral es logarítmica: el 
resultado confirma el pequeño valor relativo de A, respecto a y. Cortando la integral 
logarítmica para cierto valor de y = ¿ ~ u, tenemos t 


o pdp č sdr 2P? TA 
[A+ prp} ~ Ea v °A 


De aquí que 


(gmpr/272h3) log (€/4p) = 1, (39.17) 


o sea, 
Ao = ¿exp(— 21?h4%/gmpy) = ¿exp(— xh/2pr | al). (39.18) 
Esta expresión puede escribirse también en la forma 


A = ¿exp(—2/gvp), (39.19) 


en donde vp = mpp/n?h? es la densidad de energía del número de estados de una 
partícula sobre la superficie de Fermi (vde es el número de estados en el intervalo de). 

La característica más importante es la forma del espectro de energía del sistema, 
es decir, la energía de las excitaciones elementales £p} = £p- = €(p). Podemos ha- 
llarla a partir de la variación de energía del sistema completo cuando varían los 
números de ocupación de las cuasipartículas, es decir, variando E en (39.10) res- 
pecto a npa: Como los valores de u, y V, ya se han tomado a partir de la condición 


f Cuando pP > Pp, Np < p* y la integral (39.16) tal y como está escrita diverge proporcionalmente 
a p. Sin embargo, esta divergencia en realidad es espúrea y se elimina renormalizando la relación entre 
la constante g (es decir, la longitud de dispersión a) y el potencial de interacción, como en 85 6 y 25. El 
cálculo, aunque complicado, de este punto nos permite determinar también el factor de proporcionalidad 
entre el parámetro de corte e y el potencial químico x: ¿(2/€e)u = 0,49 u (L. P. Gor'kov y T. K. Melik- 
Barkhudarov, Soviet Physics JETP 13, 1018, 1961). 
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de que sean cero las derivadas de E respecto a ellos, puede obtenerse la variación 
de E respecto a npa CON Up y Vp Constantes. Entonces 


€ = (ÔE/ônpa)up, vp - 


El cálculo de la derivada, utilizando (39.11)-(39.13), conduce al resultado simple 


e(p) = V + np. (39.20) 


Vemos que la energía de las cuasipartículas no puede ser menor que el valor 
A, que se alcanza cuando p = py. En otras palabras, los estados excitados del sis- 
tema están separados del estado fundamental por un intervalo de energía prohibida. 
Las cuasipartículas, que tienen un spin semientero, deben aparecer a pares. En 
este sentido podemos decir que el intervalo vacío vale 2A. Puesto que pp| a| h < 1, 
A, es pequeño exponencialmente respecto a y. Además, la expresión (39.18) no 
puede desarrollarse en potencias del parámetro pequeño, que es la constante de 
acoplo g; esta última se encuentra en el denominador del exponente y así g =0 
es una singularidad esencial de Ay(g). 

El espectro (39.20) satisface la condición de superfluidez establecida en $23: 
el valor mínimo de e/p es no nulo. Así pues, un gas de Fermi con atracción entre 
las partículas debe tener las propiedades de un superfluido.t 

La figura 5 compara las relaciones de dispersión de las cuasipartículas en un 


P-P- 
FIG. 5. 


sistema de Fermi superfluido (curva superior) y en otro sistema normal. En este 
último, la relación de dispersión está representada por las dos líneas rectas e = 
= Vp | p — Pp |, de acuerdo con el análisis realizado al final de $ 1. 


+ Obsérvese, sin embargo, que la condición de Landau tiene diferentes significados en los casos de 
los espectros de Bose y de Fermi. Cuando se trata del espectro de Bose, la violación de la condición con- 
duciría a un incremento ilimitado de las excitaciones y no podría existir un movimiento en el equilibrio 
de la parte normal relativo a la parte superfluida. (Esto puede verse por el hecho de que la función de 
distribución de Bose es negativa; ver la primera nota a $ 23). El crecimiento ilimitado de las excitaciones 
de Fermi lo impide el principio de Pauli y la presencia de la rama de Fermi que no satisface la condición 
de Landau no implica necesariamente la ausencia de superfluidez, sino sólo que la parte normal está 
presente a T = 0. La condición necesaria que es aplicable en ambos casos es la existencia de una función 
de onda compleja del condensado; ver $5 26, 41 y 44, 
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El valor del intervalo vacío de energía Á depende de la temperatura, es decir, 
la forma del propio espectro depende de la distribución estadística de las cuasi- 
partículas —situación análoga a la de un líquido normal de Fermi. Como los nú- 
meros de ocupación de las cuasipartículas aumentan (tendiendo a la unidad) al 
crecer la temperatura, es evidente a partir de (39.15) que A disminuye, y resulta 
cero a cierta temperatura finita T,, a la cual el sistema pasa del estado superfluido 
al estado normal. Este punto es una transición de fase de segunda clase, como la 
transición 4 en un superfluido de Bose. 

La presencia del intervalo vacío de energía en el espectro de un gas de Fermi 
degenerado es una manifestación del efecto de «apareamiento» mencionado al prin- 
cipio de esta sección. La cantidad 2A puede considerarse como la energía de enlace 
del par de Cooper, que sería la necesaria para producir su ruptura. | 

El hamiltoniano (39.5) tiene en cuenta (como ya se señaló en $ 6) sólo la inter- 
acción entre pares de partículas en el estado s singlete: es cero el momento angular 
orbital del movimiento relativo de las partículas y sus spines son antiparalelos. 
Los pares, que tienen un spin total cero, se comportan como objetos de Bose y pue- 
den acumularse en números cualesquiera en el nivel (de su movimiento como un 
todo) de mínima energía, a saber, aquel en el cual el impulso total es nulo. En este 
análisis intuitivo, el fenómeno es totalmente análogo a la acumulación de partículas 
en un estado con energía cero de un gas de Bose (condensación de Bose-Einstein); 
en este caso el condensado es el conjunto de partículas emparejadas. 

Como es natural, no debe tomarse demasiado literalmente el concepto de pares 
ligados. Resultaría más preciso hablar de una correlación entre los estados de un 
par de partículas en el espacio p, lo que conduce a una probabilidad finita de que 
las partículas posean un impulso total cero. El reparto dp de los valores del impulso 
en el margen de correlaciones corresponde a una energía del orden de A, es decir, 
óp ~ A/v,. La longitud correspondiente £ ~ h/óp ~ hvs/A determina el orden de 
magnitud de las distancias entre partículas con impulsos correlacionados. Cuando 
T = 0 esta longitud, denominada longitud de coherencia, vale 


Šo q hvF/4o 
~ (/pr) exp (xñ/2pr | a!). (39.21) 


Como, en un gas de Fermi degenerado, h/p» tiene el mismo orden de magnitud que 
las distancias interatómicas, vemos que £, es muy grande en comparación con ellas. 
Esto muestra de modo particularmente claro la convencionalidad del concepto 
de pares ligados. 

El origen del efecto Cooper está conectado estrechamente a la existencia de la 
superficie de Fermi que limita (en el espacio p) una región finita de estados ocupados 
a T = 0; un punto importante es que la densidad de energía del número de estados 
en esta superficie es no nula. La relación es evidente en la fórmula (39.19) para el 
intervalo vacío de energía A, que resulta ser cero cuando vp > 0. 
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$40. Gas de Fermi superfluido. Propiedades termodinámicas 


Empezaremos el estudio de las propiedades termodinámicas de un gas de Fermi 
superfluido calculando la dependencia con la temperatura del intervalo vacío de 
energía. Volviendo a escribir (39.15) como 


1 dp = n, Pp 
-1432| enhy =e Í (Qhy ? 


donde hay que señalar que la integral del primer miembro difiere de la correspon- 
diente a T = 0 sólo en que se sustituye Á, por A. De aquí que utilizando (39.17), 
vemos que el primer miembro es (gp»m/21*H3) log (A/A). En el segundo miembro 
sustituyamos n, deducido de (39.14) y pasemos a integrar respecto a dp = dy/vy: 


oo 


Ain lc 40.1 


— 00 


en donde 


oo 


os dx ; 


teniendo en cuenta la rápida convergencia de la integral, pueden ampliarse los lí- 
mites de integración a + oo, 
A temperaturas bajas (T < A,) la integral se calcula fácilmentej resultando 


A = Afl — y (22T 4o) e747]. (40.2) 


t En el caso de u grande, el primer término del desarrollo de /(u) en potencias de 1/u es 


I(u) = ll E exp [-u(1+=37)] 
0 


= (2/24 Y? e“, 
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Cerca del punto de transición, A es pequeño y los términos principales del desa- 
rrollo de la integral /(A/T)i dan 


log (4/4) = log (27/y4) + 7£(3) 42/81?T?. (40.3) 


Por tanto, en primer lugar vemos que Á es cero a una temperatura 
T. = y/n = 0.5140 (40.4) 


que es pequeña en comparación con la temperatura de degeneración Tọ ~u. Así, 
en el primer orden de T, — T, obtenemos 


A =T, | FS (1- D = 3.06T, y (1-7): (40.5) 


1 Para desarrollar la integral /(u) cuando u —> 0, restemos y sumemos a ella la integral 


co 


1 r 1 1 1 
= -> —— tgh — dx. 
h 2 | Vetu x $ z ~) i 
0 
Entonces Z = A + L, siendo 


oo 


1 1 ] 1 ] Tn 
1 =3 Í ($ tgh — x— F tgh -y VATTI) dx. 
057 YO O VER 22 
o 
En /, el primer término del integrando se integra por procedimientos elementales y el segundo se inte- 
gra por partes, lo que da 


1 1 log x 
E TAN PE... E BRA 
n log uty | cosh ty “~ 
0 


La integral es igual a 2 log(71/2y), siendo log y = C = 0,577 la constante de Euler; así pues, 2/,= 


= log (71/yu). ; 
La integral /, es cero cuando u = O. El primer término de su desarrollo en potencias de u? es 


dx 1 
a 
g“ Í x E 500 
0 
Sustituyendo el desarrollo 
tgh Lx=4x Y [MQOn+ 1x2], 
n=0 
deducido como en la segunda nota a $ 42, se tiene 


2 Ez 2 A e T =S 
21 4u Za [(Qn+ Dert] m pz Qn+ 1) gr? 
0 
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Falta calcular las magnitudes termodinámicas correspondientes al gas. Con- 
sideremos en primer lugar la región de bajas temperaturas. 
Para hallar el calor específico en esta región, es más sencillo partir de la fórmula 


SE = Y e(0n,, +0n,_) = 2 ), eón, 
p p 


que nos da la variación de la energía total cuando varían los números de ocupación 
de las cuasipartículas. Dividiendo por ôT y pasando de la suma a la integración, 
obtenemos el calor especifico 


oo 


Cay f era 


ah? oT 


—00 


Cuando T < A, la función de distribución de cuasipartículas n = e” 7 y la energía 
de la cuasipartícula e x A, + 7?/2A),; una sencilla integración da 


V2mprAz? _ 
E V STIT E A/T, (40.6) 


Así pues, cuando T > 0, el calor específico decrece exponencialmente —consecuen- 
cia directa de la presencia del espacio vacío de energía en el espectro. 

En los cálculos siguientes es conveniente partir del potencial termodinámico Q, 
puesto que todo el análisis se realiza para un potencial químico dado del sistema 
y no para un número fijo de partículas del mismo. t Utilicemos la fórmula 


(02/92) r, y... = (OALA, (40.7) 


en donde 2 es un parámetro cualquiera que caracteriza el sistema [cf. Parte 1, 
(11.4), (15.11)]; en este caso tomamos como parámetro la constante de acoplo g, 
que aparece en el segundo término del hamiltoniano (39.8). El valor medio de este 
término viene dado por el último término de (39.10), que según (39.12) es — VA’ gag. 
De aquí que 


00/0g = —VA?/g?. 


Cuando g > 0, el intervalo vacío de energía A tiende a cero. Por tanto, integrando 
esta ecuación a g desde O hasta g, se halla la diferencia entre el potencial termodi- 


+ El potencial químico del propio gas no ha de confundirse con el potencial químico nulo del gas de 
cuasipartículas. 
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námico U en el estado superfluido y el valor que tendría en el estado normal (A = 0) 
a la misma temperatura:+ 


g 42 
o A o ps Y | ds (40.8) 
y | 


De acuerdo con el teorema general de los incrementos pequeños [Parte 1, (24.16)], 
la corrección (40.8), cuando se expresa en función de las variables apropiadas, es 
la misma para todos los potenciales termodinámicos. 

En el cero absoluto A = A, y según (39.18) 


dAo/dg = 27h? Ao/mpre?. 


Pasando en (40.8) de la integración respecto a dg a la integración sobre dA,, se 
halla la expresión siguiente para la diferencia que existe entre las energías de los es- 
tados fundamentales de los sistemas superfluido y normal: 


2 mMpF 
El signo negativo indica que, como se mencionó al principio de la sección, el estado 
fundamental «normal» es inestable cuando existe atracción entre las partículas del 
gas. La diferencia (40.9) por partícula es ~ A?/u. 

Consideremos ahora el caso opuesto, T —> T,. Derivando (40.3) respecto a g 
se tiene 


13) dð 2mh dg 
-= A dA = ARSS A A 
A4n?T? Ao mpr g` 


Despejando de aquí dg/g° se sustituye en (40.8), considerándola como la diferencia 
de energías libres: 


a] 


F, — Fn = A e pTZ A dA 


0 


ł Es necesario hacer aquí un comentario en conexión con la aproximación que estamos utilizando 
continuamente. Cuando g = 0, no queda ninguna interacción entre partículas en el hamiltoniano (39.8) 
y se puede suponer que entonces tenemos un gas de Fermi ideal y no un gas no ideal «normal». Sin em- 
bargo, en realidad ya se han hecho algunas aproximaciones en el hamiltoniano (39.8) después de las cua- 
les ya no se puede hablar del cálculo del valor absoluto de la energía. Se han omitido términos de interac- 
ción (que no son importantes al hallar la forma del espectro y la diferencia Q, — Qn) cuya contribución 
a la energía es grande en comparación con la cantidad (40.8) exponencialmente pequeña; esta contribu- 
ción es proporcional a Ng y viene dada por (6.13). 
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y finalmente se obtiene, utilizando (40.5), 


2mpT? T \? 
y L 40. 
F,—F, Vae E) (40.10) 


La diferencia de entropías es, por consiguiente, 


Cuando T > T, la diferencia de calores específicos tiende a un límite finito, 


4mprT. 
TE3)ñA3” 


C¿-C, =V (40.11) 


es decir, existe una discontinuidad en el punto de transición, con C, > C,. El calor 
específico del estado normal viene dado en primera aproximación por la fórmula 
del gas ideal [ver Parte 1, (58.6)]; expresado en función de pp es C, = VmppT/3H. 
El cociente de calores específicos en el punto de transición es, por consiguiente, 


C(T)_ 12 ,_ 40.12 
cr aa? cdi 


Por lo que se refiere a su superfluidez, el gas está caracterizado por la división 
de su densidad o en partes normal y superfluida. De acuerdo con (23.6) la parte 
normal de la densidad es 


8m di 


n 
o — på _ 
en = nh de P 


A fa 
~ Bahur | de an: 
La densidad total del gas está relacionada con pp por 
o = mN/V = 8xpim/3Qxhy. 


Por tanto, 


m_ (HN 40.13 
E (40.13) 
0 
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No es necesario calcular de un modo especial esta integral, puesto que puede reducirse 
a la función conocida A(T). Derivando (40.1) respecto a T y comparando la integral 
resultante con (40.13), vemos que 


o A 
ESTN A 40.14) 
neiem ( 
Sustituyendo ahora las expresiones límites (40.2) y (40.5), obtenemos 
roo S= [ZAN e-t, (40.15) 
0 T 
T=-T: S= (1 -7) l (40.16) 
e Te 


Finalmente, es necesario hacer dos comentarios relativos al margen de tempera- 
turas en que son válidas las fórmulas anteriores. 

Cuando el sistema se aproxima al punto de transición T,, empiezan a tener im- 
portancia los procesos de interacción entre partículas (que no hemos tenido en 
cuenta en la teoría anterior); en este caso resultan responsables de la aparición 
de singularidades de las magnitudes termodinámicas que son características de tran- 
siciones de fase de segundo orden. A una distancia suficientemente cercana de uno 
de estos puntos, las fórmulas deducidas anteriormente deben dejar de ser válidas. 
Sin embargo, debido a la presencia de un parámetro pequeño (la constante de aco- 
plo g) en el modelo considerado, esto ocurre únicamente en el caso de valores ex- 
tremadamente pequeños de T, — T; estudiaremos con más detalle este punto en § 45. 

Como en el liquido superfluido de Bose, el sonido puede propagarse en el gas 
de Fermi que estamos considerando (a diferencia de lo que ocurría con el sistema 
con repulsión; cf. $4), con una velocidad u ~ pp/m determinada de la manera 
usual mediante la compresibilidad del medio. Esto significa que el espectro de dicho 
gas contiene una rama de fonones (Bose), de modo semejante al espectro de excita- 
ciones tipo Fermi del que estamos tratando. El calor específico debido a los fono- 
nes es proporcional a T? con un coeficiente pequeño, pero cuando T > 0 debe 


predominar finalmente sobre el calor específico con decrecimiento exponencial 
(40.6). 


$41. Funciones de Green en un gas superfluido 


Planteemos ahora el formalismo matemático de las funciones de Green para su 
aplicación a los sistemas de Fermi superfluidos.t 


+ La técnica descrita en esta sección se debe a L. P. Gor'kov (1958). 
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Hemos visto en $26 que, en función de los operadores y, la condensación de 
Bose-Einstein en un sistema de Bose se expresa mediante la existencia de valores 
límites no nulos (cuando el número de partículas N > oo) de los elementos de ma- 
triz entre estados que sólo difieren en que N varía en una unidad. El significado 
físico de esta afirmación es que la eliminación o adición de una partícula del conden- 
sado no altera el estado de un sistema macroscópico. 

En el caso de un sistema de Fermi superfluido, debe ser cierto también lo mismo 
por lo que se refiere al condensado de pares de Cooper: no puede alterarse el estado 
del sistema cuando cambia en una unidad el número de pares en el condensado. 
Esto se expresa matemáticamente mediante la presencia de valores límites no nulos 
(N > œ) de los elementos de matriz correspondientes al producto Y (X2) Y (Xy), 
operador de aniquilación de dos partículas, y de su conjugado hermítico, el operador 
de creación de pares W+(X,) Ë} (Xo).Estos elementos de matriz relacionan los es- 
tados «iguales» del sistema, que difieren sólo en la eliminación o adición de un par 
de partículas: 


Jim (m, N| PX) (X1) |m, N+2) 
= Jim (m, N+2P¿(X1) Pi (X2) |m, Ny* 5 0. (41.1) 


De ahora en adelante omitiremos el símbolo que indica el paso al límite y también 
por brevedad el subíndice m de la diagonal de la matriz que etiqueta los estados 
«iguales» con números de partículas diferentes. 

Igual que con los sistemas de Bose ($ 31), el formalismo matemático de las fun- 
ciones de Green en el caso de sistemas de Fermi superfluidos comprende varias fun- 
ciones diferentes. Junto con las funciones de Green ordinarias 


¡Gag(Xa, X2) = (N| TP LA) PG (X2) IN) (41.2) 


necesitamos también funciones «anómalas» definidas por 


¡Fa(X1, X2) = N TP (X1) PAX) N +2), 


iF(Xi, X2) = (N +2 | TÊ (A) PG (X2) |N). (13) 


Puesto que cada una de las funciones F,g y Fag se compone de dos operadores iguales, 


EL Xi, X2) = —FodkXa, X1), Fis(Xa, X2) = — Fi (Xo, X1). (41.4) 


El intercambio de los operadores de Fermi y con los factores en orden cronológico 
produce un cambio en el signo del producto. 

De acuerdo con los principios fundamentales de la física estadística, el resul- 
tado de los promedios estadísticos no depende de si se realiza respecto a la fun- 
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ción de onda exacta de un estado estacionario de un sistema cerrado o mediante 
la distribución de Gibbs. La única diferencia es que en el primer caso el resultado 
de dicho promedio se expresa en función de E y N, la energía y el número de particu- 
las del cuerpo; en el segundo caso, en función de T y u, la temperatura y el potencial 
químico. El primer método es más conveniente para el estudio que se sigue en esta 
sección. 

En el modelo de un gas de Fermi considerado en $ 39, los pares ligados están 
en un estado singlete. La dependencia de los elementos de matriz de los operadores 
de creación y aniquilación de dichos pares con el spin se reduce a un espinor anti- 


simétrico unidad: 
o 1 
ap = ' (41.5) 
dd (e o) 


Las funciones (41.3) pueden escribirset 


Fog = 2.pF(X1, Xo), Fop = EapF* (Xi, X2); (41.6) 


según (41.4), F y F* son simétricos en x, y x. La dependencia con el spin de la fun- 
ción de Green G¿g en el caso de un sistema ferromagnético se reduce a la matriz 
unidad 0,g: 


Gap = 0,96. 


En un sistema homogéneo macroscópicamente en reposo, las funciones de Green 
G, F y F* dependen únicamente de las diferencias de las coordenadas de los puntos 
y de la diferencia de los tiempos (ver la sexta nota a pie de página de $ 31). 

De igual manera que la función £(X) definida en $ 26 tuvo el sentido de una fun- 
ción de onda para las partículas en el condensado, igualmente la función iF(t, r4; 
t, rọ) puede considerarse como la función de onda de las partículas ligadas en pares 
de Cooper en el condensado. Entonces la función 


E) = iF(X, X) (41.7) 


será la función de onda para el movimiento de estos pares como una unidad. A par- 
tir de las definiciones (41.3) y (41.5) se ve fácilmente que entonces FX, X) = i£*(X). 
En un sistema estacionario macroscópicamente en reposo, la función £(X) se reduce 
a una constante, que puede hacerse real mediante la selección adecuada de las fases 
de los operadores y. 


$ Cf. la quinta nota a $7. Mientras que Gag en su estructura de spin es un espinor mezcla de rango 
dos, F*ag y Fag son espinores contravariantes y covariantes, respectivamente. 
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Calculemos a continuación las funciones de Green así definidas para el modelo 
de un gas de Fermi con atracción débil entre las partículas. 

El operador de Heisenberg y satisface la ecuación (7.8). Debido a que es pequeño 
el alcance de las fuerzas existentes entre las partículas del gas considerado, en el 
término integral de esta ecuación podemos tomar los factores (t, r’) en el punto 
r' =r y sacarlos fuera de la integral. La ecuación se reduce entonces at 


¡e (mt 4) ASA (41.8) 


Tomando el hermítico conjugado de cada término de esta ecuación, se obtiene una 
ecuación correspondiente para el operador + : 


ob; A A OE 
¡Eb + n) Pt eba ot, (41.9) 


Sustituyendo (41.8) en la derivada 0G.g/0t (9.5), obtenemos, la ecuación 


a , 
C G(X —X') 


in |T PFX PAX PAX) PEA) N) = 019 OOX- X’); (41.10) 


cf. (15.12). El elemento de matriz diagonal del producto de cuatro operadores y 
puede escribirse, por la regla de multiplicación de matrices, como una suma de pro- 
ductos de elementos de matriz de dos pares de operadores. De todos estos productos, 
conservaremos únicamente aquellos que contienen elementos de matriz corres- 
pondientes a transiciones en las que el cambio en el número de partículas sea N > N+ 
+ 2 y omitiremos todos los demás: 


(NITI DN) (NIT, Y, N+2XN+2 TP P N) 
= — E AX, X) Fal X, X’) = — 048 F(0) F*(X—X); (41.11) 


se han utilizado las expresiones (41.5) para deducir la fórmula final. Este término 
corresponde físicamente al apareamiento de partículas y tiene el mismo orden de 
magnitud que la densidad del condensado. 

Sin embargo, debemos resaltar que existe una diferencia fundamental respecto 
a las aproximaciones utilizadas para el caso de un gas de Bose ligeramente no ideal. 
En este último, casi todas las partículas están en el condensado a T = 0 y el número 
de partículas que están encima del condensado, que aparecen únicamente debido 


t Como en $ 39, utilizamos la notación g para la constante de acoplo, igual a — U, = —f Ud’x. En 
$8 41 y 42 hemos puesto Å = 1. 
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a la débil interacción de las partículas, es relativamente pequeña. Por otra parte, 
en el caso presente, el propio condensado se debe a la interacción débil y, por con- 
siguiente, contiene únicamente una pequeña fracción de partículas. En otras pala- 
bras, los términos que se omiten al hacer la sustitución (41.11) son grandes, y no 
pequeños, en comparación con los que se retienen. Sin embargo, estos últimos dan 
origen a un efecto cualitativamente nuevo, que es un cambio en la naturaleza 
del espectro, mientras que los anteriores sólo se necesitarían para calcular las co- 
rrecciones (que carecen de interés ahora) al estado fundamental del sistema; cf. la 
última nota a pie de página a $ 40. 
Después de sustituir (41.11), la ecuación (41.10) se reduce a 


.0 A A , 
Potato) GC) +gEFH(X) = 06(X); (41.12) 


el argumento X — X” se sustituye por X y la constante iF(0) se designa por £, de 
acuerdo con la definición (41.7). En este caso existen dos funciones incógnitas, 
G(X) y F+(X) y, por consiguiente, se necesita otra ecuación para calcularlas. 

Esta ecuación puede hallarse mediante el cálculo de la derivada 


a 
e) 


ahora no surge ningún término que sea una función delta [semejante al segundo 
término de (9.5)], puesto que la función F¿(X — X’), a diferencia de Gas X — X’), 
es continua en £= t.t Sustituyendo (41.9) y separando de nuevo el término del 
condensado como en (41.11), obtenemos la ecuación 


¿DEA XK) 
ðr 


= (N+2 TOO y) 
N ! 


. 0 A + paa ME 
Para +)" (0) +g3*G(X) = 0. (41.13) 


Ésta contiene las dos mismas funciones G y F* como en (41.12); por tanto, las dos 
ecuaciones son suficientes para calcular estas funciones. Para calcular F, tendría 
que deducirse otra ecuación de modo análogo. 

En estas ecuaciones podemos cambiar a la representación de los impulsos me- 
diante el empleo de los componentes de Fourier G(P) y F*(P) del modo acostumbrado: 


(© +m) FP) +gE*G(P) = 0, 


t Esto se ve fácilmente calculando la discontinuidad de F*¿g del mismo modo que para Gag en $9 
y observando que los operadores DELI y PE, r’) se anticonmutan. 
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en donde P = (w, P) y Np = p?/2m — u. Puesto que F*(X) es una función par, tam- 
bién lo son sus componentes de Fourier: F*(P) = F*(— P). 
Eliminando F+ entre ambas ecuaciones, se halla la ecuación para G 


(021242) G(P) = w +p, (41.15) 
con la notación 


A =g]Ēl. (41.16) 


La solución formal de (41.15) es 


2 2 
wtp Up Up 


Mecano 2 41.17 
RAP) oep) oF)’ P 


G(P) = 


en donde e(p) = yA? + n2 y up y Vp Vienen dadas por (39.13). Es evidente a partir 
de ella que el espectro de excitaciones elementales, determinado por el polo po- 
sitivo de la función de Green, viene dado por e(p), y recuperaremos el resultado 
(39.20). Vemos también que el intervalo vacío de energía A y el módulo de la función 
de onda del condensado correspondiente al movimiento de pares como unidades 
aisladas son proporcionales entre sí. 

La expresión (41.17) para G(P) sin embargo, no es completa todavía, puesto 
que aún no se ha definido el modo de pasar alrededor de los polos. Es decir, todavía 
no se ha determinado la parte imaginaria de G; contiene la función delta d(w + e) 
y, por consiguiente, desaparece al multiplicar por w? — e? en (41.15). 

Cuando T = 0, la regla para rodear los polos se establece por comparación 
directa de (41.17) con el desarrollo (8.7): en los términos que tengan polos positivos 
y negativos ha de sustituirse la variable por œ +10 y œw — i0, respectivamente; 
entonces (41.17) se reduce a 


2 2 
up Up 


DS w—e(p)+10 i w +e(p)— ið 


E w + Np 
— (o—e+i0(w0+8—10) ` (41:48) 


Expresando a continuación F+ mediante la segunda ecuación (41.14) resulta 


—gE* 


FO) = ot" (41.19) 
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Pero, por definición, 


¡E* = F+(X =0) =Í | e (41.20) 


Sustituyendo (41.19), se integra respecto a œ cerrando el contorno con una semi- 
circunferencia infinita en el semiplano superior y así se expresa la integral en función 
del residuo en el polo w = e. Entonces, después de eliminar 5*, se tiene la ecuación 
(39.16) para Aj. 

Cuando T 4 0, es un poco más complicado determinar la parte imaginaria 
de las funciones de Green. Para construir G(w, p) con las propiedades analíticas co- 
rrectas respecto a la variable w, debemos escribir primero la función retardada 
G*(w, p); debe ser analítica en el semiplano superior y, por consiguiente, se ob- 
tiene a partir de (41.17) mediante la sustitución w > œw +4- i0. La parte imaginaria 
de esta función es 


im GR = —a[uló(w — e) + vió(w + e)]. 


La parte imaginaria de la función G buscada se obtiene a partir de esta expresión 
mediante (36.14), resultando 


im G(o, p) = tgh (w/2T) im G*(o, p) 
= — (1—2n,) ajuló(w — e) — vjó(w + £)], 


en donde n, es la función de distribución de Fermi (39.14); utilizando esta fórmula, 
pasamos de promediar respecto a un estado estacionario del sistema a promediar 
respecto a la distribución de Gibbs. Puede escribirse la función G con esta parte 
imaginaria en la forma 


Z up vp o S a 2 12 21 
G(o, aria ee + 27xinp[u20(w —e) —vió(w +8)]. (41.21) 


A continuación, para la función F*(w, p) se halla 


F+(o, p) =[F*(0, Dlr- 0- EP [500 +o] (41.22) 


en donde el primer término es la función (41.19), relacionada con T = 0. Sustitu- 
yendo esta expresión en (41.20) y llevando a cabo la integración, volvemos a encon- 
trar la ecuación (39.15) para A(T). 

Las ecuaciones (41.14) pueden ponerse en forma diagramática, análogamente 
a la representación de las ecuaciones (33.7) en el caso de un sistema de Bose super- 
fluido. Las funciones G, F y E* se representan mediante los mismos elementos grá- 
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ficos (33.6) —flechas en uno o en dos sentidos. Las dos ecuaciones (41.14) se es- 
criben 


ʻ á ES (41.23) 


-P P -P F 


Una flecha delgada corresponde a un factor iG®(P), siendo G®(P) la función de 
Green de un gas de Fermi ideal. Las líneas onduladas que entran y salen de un 
vértice corresponden a factores igg y — igZ*, respectivamente. Comparando 
(41.23) y (33.7), vemos que estos últimos factores corresponden a las funciones de 
autoenergía iX € iZ, respectivamente, es decir, son las primeras aproximaciones 
a estas magnitudes. Los nuevos elementos (flechas con dos sentidos, líneas ondula- 
das) son las únicas características especiales de la técnica diagramática en el caso 
de los sistemas superfluidos de Fermi; a diferencia del caso de los sistemas de Bose, 
no aparecen vértices «triples». Por consiguiente, la técnica diagramática es mucho 
más sencilla ahora y más parecida a la clase «ordinaria» que en el caso de sistemas 
de Bose superfluidos. 


$ 42. Funciones de Green de temperatura en un gas de Fermi superfluido 


En $ 41 hemos determinado el espectro de energía de un gas de Fermi super- 
fluido utilizando las funciones de Green temporales ordinarias. Sin embargo, a fin 
de resolver problemas más complejos (en particular, para investigar las propie- 
dades del sistema en campos externos) es más conveniente utilizar el formalismo 
matemático de las funciones de Green de la temperatura (A. A. Abrikosov y L. P. 
Gor'kov 1958). 

Se define la función de temperatura g mediante la misma fórmula (37.3) que 
en el caso de un gas de Fermi normal. Las funciones de temperatura Fag y Fap 
(correspondientes a las funciones temporales F,g y Fa) se definirán mediante las 
fórmulas análogas 


(Fablas T13 To, Yo) = Y (m, NWT, PM PM |m, N+2), 


S e P (42.1) 
Feelt Mi; To 19) = Dm, N+2 6T PMPH |m, N). 


La dependencia del spin de estas funciones se separa [como en (41.5)] en la forma 
de factores Zag:İ 


Fap Sr Bap F> (Feb = ~ gag F- (42.2) 


t Son adecuados los signos diferentes en las definiciones de ¡F y F [en contraste con los mismos signos 
en (41.5)] debido a que el factor i no aparece en (42.1). 
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Como £, las funciones (F y (F dependen solamente de la diferencia t = T; — Ta 
y satisfacen las relaciones (37.6) con el signo superior: 


FO =-FaA+IUD), FE) =- Fa+1/T). (42.3) 


Por consiguiente, las series de Fourier en t para estas funciones contienen sólo 
«frecuencias» impares (37.8a): £, = Qs + DaT. 

Los operadores y de Matsubara para t = 0 son los mismos que los operadores 
de Heisenberg para t = 0: 


M(t = 0, r) = Ê(t = 0, r). 


Comparando las definiciones de F, (F con las de F, F+ se encuentra así que 


CF(O, r; 0, r) = £(r), (FO, r; 0, r) = 3*(r), (42.4) 


en donde ha de entenderse £ como la función de onda del condensado promediada 
sobre la distribución de Gibbs, es decir, expresada en función de la temperatura 
del sistema. 

Mostraremos ahora cómo pueden utilizarse las funciones de Green de la tempe- 
ratura para obtener de nuevo el espectro de energía de un gas de Fermi superfluido 
a temperatura no nula. = 

Las ecuaciones para las funciones de temperatura G,(F,(F se deducen de un 
modo totalmente análogo a las ecuaciones (41.12) y (41.13); se sustituye la deriva- 
ción respecto a £ por la derivación respecto a t y las ecuaciones (41.8) y (41.9) se 
reemplazan por otras que difieren en la sustitución de ¿£ por 7. Como en (41.11), 
separamos del valor medio del producto de cuatro operadores y de Matsubara 
los términos que contienen elementos de matriz correspondientes a transiciones 
en las que cambia en 2 el número de partículas. Las ecuaciones resultantes son 


0 A E DT A NS >> e iyi al 
(ta te) Olor r) +F n v, r) = tr T')Òlr—r'), 


(aa 


+u) F, r; T’, 1)-25*G(t,r;7, 1) = O. 
(42.5) 


Después de pasar a componentes de Fourier, estas ecuaciones se convierten en 


(Es — np) Gls, P) +8EF Cs, p) = a (42.6) 
Hä (its + Np) Fs p) —gE*GLl,, p) = 0. 
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Las soluciones son 


Es + 
Gts P) = aoa ; (42.7) 
FE p) = zE gl + + €?) aa F+ (ibs, p), (42.8) 


en donde de nuevo e? = A? + n?, A = gE; esta solución está definida unívoca- 
mente y no contiene funciones delta, a diferencia de G y F+. 

La condición que determina el intervalo vacío de energía en el espectro se ob- 
tiene ahora a partir de la ecuación 


pa 2a = =/ 2 d3p 
E*=( He =0,r=0)=T > Fs P) T? 


Ss = — oo 


o sea, después de la sustitución de (42.8), 


ey s e tos o dE (42.9) 
La suma respecto a s viene dada por la fórmula? 
y [Qs +1) r+] = tgh ya (42.10) 
s= 2a 2 
y conduce a 
78) : tgh 57 o =1, (42.11) 


de acuerdo con (39.15). 


+ Ésta puede obtenerse escribiendo 


1 1 1 1 
Os PHE 2a | a+ ia(2s-+ D a—-im2 5 1] 


z > f e` tje a eits Da] dx 
a 


0 


y sumando la progresión geométrica antes de integrar. 
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$43. Superconductividad en metales 


La superconductividad en los metales es un fenómeno de superfluidez del líquido 
de Fermi de electrones que hay en ellos, análogo al del gas de Fermi degenerado 
que hemos considerado en las secciones precedentes. Como es natural, el líquido 
de electrones y el gas de Fermi son sistemas físicos totalmente diferentes en muchos 
aspectos importantes. Sin embargo, las características físicas básicas del espectro 
de energía son semejantes para ambos tipos de sistemas. Examinemos cualitativa- 
mente qué características del modelo anterior pueden aplicarse a los electrones en 
los metales y hasta qué punto pueden aplicarse. 

Una propiedad importante de los metales es la anisotropía de su espectro de 
energía electrónica, en contraste con la isotropía del espectro correspondiente al 
gas de Fermi considerado anteriormente. Sin embargo, esto no impide la aparición 
del efecto Cooper, que depende únicamente de la existencia de una superficie de 
Fermi netamente definida (cualquiera que sea su forma) y de una densidad finita 
para el número de estados sobre dicha superficie. Es también necesario que posean 
la misma energía los electrones con impulsos y spines opuestos, es decir ambos deben 
estar sobre la superficie de Fermi. Esta condición resulta automáticamente de la 
simetría bajo la inversión temporal. Podemos decir que los electrones están aparea- 
dos en estados que se obtienen uno del otro mediante inversión temporal. 

A continuación conviene señalar la cuestión del signo de la interacción de los 
electrones en un metal. De un modo muy simplificado podemos decir que esta interac- 
ción se construye a base de la repulsión de Coulomb, apantallada a distancias inter- 
atómicas y de la interacción a través de la red. Esta última puede describirse como 
resultante del intercambio de fonones virtuales y es atractiva ($ 64). Si prepondera 
esta atracción, el metal será superconductor a temperaturas suficiente bajas. 

Es importante señalar que en la interacción mediante intercambio de fonones 
intervienen únicamente los electrones que están en una capa comparativamente 
delgada del espacio p próximo a la superficie de Fermi, cuyo espesor (~ wp, siendo 
Œp la frecuencia de Debye del cristal) es pequeño en comparación con el potencial 
químico de los electrones y. De aquí que, si describimos la superconductividad 
mediante un modelo de un gas de Fermi ligeramente no ideal, el parámetro de corte e 
que aparece en (39.19) debe tomarse como 


en lugar de £ ~ y. 
En cuanto a la hipótesis que considera la pequeña intensidad de la interacción, 
de hecho tenemos para todos los superconductores actuales 


T: <hwp < u. (43.2) 
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Sin embargo, la hipótesis realizada en $ 39 implica algo más, a saber, que también 
es pequeña la constante de acoplo g y, por tanto, que es grande el exponente adi- 
mensional en (39.19). En el caso presente está condición se expresa como 


log (fhwp/T.) > 1; (43.3) 


y no sólo el cociente hw ,/T, debe ser grande, sino también su logaritmo. En la prác- 
tica esta condición se ve satisfecha bastante peor que la anterior .+ 

Cuando se tienen en cuenta todas las diferencias reales entre el líquido de elec- 
trones en un metal y el modelo de un gas de Fermi ligeramente no ideal, la teoría 
de la superconductividad se hace muy complicada. No obstante, resulta que incluso 
una teoría sencilla basada en este modelo da en muchos aspectos una buena descrip- 
ción de las propiedades de los superconductores, tanto cualitativa como cuantitati- 
vamente. Como ya se ha mencionado, esta teoría se debe a Bardeen, Cooper y Schrief- 
fer; por ello, el modelo de un gas de Fermi con atracción débil entre sus partículas 
se conoce como modelo BCS. 


$ 44, Corriente en el caso de superconductividad 


Los dos tipos de movimiento en un superfluido eléctricamente neutro (helio 
líquido) se corrresponden, en un metal superconductor, a los dos tipos de corriente 
eléctrica que pueden circular simultáneamente por él. En el caso de la corriente de 
superconductividad no hay transferencia de calor y no se produce ninguna disipa- 
ción de energía; puede existir en un sistema en equilibrio termodinámico. La co- 
rriente normal está asociada con la evolución del calor de Joule. Designaremos a 
cada densidad de corriente por j, y ja; la densidad de corriente total es j = js + jn- 

Independientemente de cualquier modelo particular pueden extraerse varias 
conclusiones importantes acerca de las propiedades de la corriente de superconduc- 
tividad simplemente a partir de la existencia de una nueva magnitud macroscó- 
pica, la función de onda del condensado L(t, r). 

Como en $ 26, utilicemos la fase Ø de esta función: 


ty 


(t, r) = |E] e? (44.1) 


Del mismo modo que en el helio líquido el gradiente de Ø determina la velocidad 
y, del flujo superfluido mediante (26.12), así también en un superconductor el gra- 
diente de la fase determina la magnitud observable, que es la densidad de corriente 


+ Esto, incidentalmente, elimina el problema de la divergencia de la integral (39.16) para impulsos 
grandes (cf. la última nota a § 39). 

į El cociente hwp/T, varía entre 10 para el plomo y 300 para el aluminio y el cadmio, aproximada- 
mente. 
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de superconductividad. Debido a la anisotropía del metal, la dirección de j, no 
coincide en general con la de y 9 y los componentes de estos vectores están rela- 
cionados mediante un tensor de rango dos. Sin embargo, para evitar complicaciones 
innecesarias, consideraremos ahora únicamente un cristal metálico con simetría 
cúbica. 

Entonces el tensor se reduce a un escalar y existe una simple proporcionalidad 
entre j, y yO, que puede escribirse 


js = (eh/2m) ns vO. (44.2) 


Por definición, e = — | e| es la carga del electrón y m su masa (actual). La mag- 
nitud n,, así definida, se denomina densidad numérica de los electrones superconduc- 
tores, que resulta ser función de la temperatura y actúa ahora de modo análogo 
a la densidad del componente superfluido en el helio liquido. Debe resaltarse que 
esta magnitud no es la misma que la densidad del condensado de pares de Cooper, 
del mismo modo que en el helio líquido, o, no es la densidad de los átomos del con- 
densado.t 

La fórmula (44.2), como la (26.12) correspondiente al helio líquido, presupone 
que la fase varia en el espacio con suficiente lentitud. Sin embargo, en un líquido 
de Bose ® ha de variar sólo ligeramente en distancias interatómicas, mientras que 
ahora la condición es considerablemente más severa. La dimensión característica 
en el caso de un líquido de Fermi superfluido en la longitud de coherencia £¿ ~ hop/Ay 
y la fase Ø debe variar sólo ligeramente a lo largo de esta distancia que es grande 
en comparación con las distancias interatómicas. Debemos hacer hincapié en que 
este parámetro de longitud £ es una constante (no dependiente de la temperatura). 
Posteriormente se dará una justificación rigurosa de la condición anterior (ver el 
final de $ 51). 

La relación entre j, y D resulta más complicada si el superconductor está en 
un campo magnético externo. Consideraremos ahora el caso de un campo constante 
en el tiempo. Pueden averiguarse los cambios necesarios en la fórmula (44.2) a par- 
tir de la condición de que la teoría es invariante ante la transformación «gauge». 

Esta condición establece que todas las magnitudes físicas observables deben 
permanecer sin cambios en una transformación de este tipo del potencial vector 
del campo magnético: 


A > A+ vVx(0), (44.3) 


4 El coeficiente de (44.2) se escribe de tal modo que en un gas de Fermi superfluido libre (modelo 
BCS) mn, es igual a Qs como se calculó en $ 40, Este último se define de modo que la corriente js debe 
expresarse como en,vs, siendo Ds la velocidad del movimiento superfluido. A su vez, vs está relacionada 
con el gradiente de la fase por v, = (4/2m)Y 0; aquí aparece el doble de la masa (en lugar de m como en 
(26.12)] debido a que el condensado se compone de partículas apareadas. 
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siendo y(r) una función arbitraria de las coordenadas. Los operadores y se trans- 
forman del mismo modo que las funciones de onda: 


P Y exp (iex/hc), P+ >, p+ exp (— iex/hc), (44.4) 
en donde e es la carga de las partículas descritas por el operador y; ver MC(111.9).3 


Las funciones de Green G(X, X’) y F(X, X’), como elementos de matriz de los pro- 
ductos VY"+o W$", se transforman de acuerdo con 


GLX, X°) = exp [LAO 20) 6%, X, 


(44.5) 
P, XN) exp (¿O EME) EX), 
En esta expresión 
E =iF(X, X) > exp Qiex/hc) E, 
es decir, la fase de la función de onda del condensado 
D — D+ (2elhe) yT). (44.6) 


La relación (44.2) no es invariante frente a dicha transfomación de fase. Para 
obtener la invariancia requerida, esta relación debe incluir otro término adicional 
que contiene el potencial vector del campo magnético: 


eh 2e 
a pd . 44.7 
js = > As (y he a) ( ) 


El hecho de duplicar la carga en este término corresponde a los pares de electrones 
que existen en el superconductor. 

Esta expresión es ya suficiente para dar cuenta de la propiedad macroscópica 
fundamental de un superconductor; la expulsión del flujo magnético de su interior 
cuando el metal sufre la transición a la fase superconductora (efecto Meissner) it. 

Consideremos un superconductor homogéneo dentro de un campo magnético 
que es débil en comparación con el campo crítico H, en el que se pierde la super- 
conductividad. Esta condición excluye cualquier influencia significativa del campo 
magnético sobre el valor de n,. Supongamos que el cuerpo está en un estado de equi- 


a Como los operadores y aparecen en el hamiltoniano de la segunda cuantización (7.7) como pares 
W(X) y P+(X), Éste se transforma mediante los cambios (44.3), (44.4) del mismo modo que el hamilto- 
niano ordinario en el caso de una transformación semejante de funciones de onda ordinarias (no opera- 
dores). De hecho ya se ha realizado una transformación de la forma (44.3), (44.4) en $ 19. 

t Ver EMC, capítulo VI, para la electrodinámica fenomenológica de los superconductores. 
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librio termodinámico, de modo que no existe corriente normal y j, = j.t Tomando 
el rotacional de ambos miembros de (44.7) y observando que rot A = B, que es la 
inducción magnética en el cuerpo, se obtiene la ecuación de London 


rot j = —(e2n,/mc) B (44.8) 


(F. y H. London 1935).8 
Esta ecuación es específica para los superconductores. Haremos uso también 
de las ecuaciones generales de Maxwell 


rot B = (4x/0) j, (44.9) 
divB = 0. (44.10) 
Sustituyendo j de (44.9) en (44.8) y observando que, según (44.10), rot rot B = — AB 
obtenemos una ecuación para el campo magnético en un superconductor: 
AB = B/oó?, (44.11) 
en donde 
92 = mc?/4rxre?n,. : (44.12) 


Podemos utilizar (44.11) para hallar la distribución del campo cerca de la super- 
ficie (supuesta plana) de un superconductor. Se escoge la superficie como plano 
yz, con el eje x dirigido hacia el interior del cuerpo. En estas condiciones, la distri- 
bución del campo depende únicamente de esta coordenada x y (44.10) da dB ,/dx= 0; 
entonces, a partir de (44.11), es necesario que se tenga B, = 0. La ecuación (44.11) 
se transforma entonces en d*B/dx? = B/ô?, de aquí que 


B(x) = Ye-*!?, (44.13) 


en donde el vector $ es paralelo a la superficie. 

Vemos que el campo magnético disminuye exponencialmente dentro del super- 
conductor, penetrando únicamente a distancias —ó. Esta distancia es macroscó- 
pica, pero pequeña comparada con las dimensiones normales de los objetos sólidos 
(ô ~ 1074-1075 cm) y así el campo penetra realmente sólo en una capa superficial 
delgada. La distancia ô se denomina profundidad de penetración de London del campo. 
Debemos resaltar que se puede medir directamente y que tiene un significado total- 
mente definido, a diferencia del significado convencional del parámetro n,. 


ł Esto se admitirá a través de todo lo que queda del capítulo V y, por consiguiente, j designará siempre 
en todo él la densidad de corriente de superconductividad. 
$ La deducción de (44.8) que damos aquí se debe a L. D. Landau (1941). 
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La deducción anterior exige, sin embargo, una precaución o cautela importante. 
La fórmula original es válida únicamente si todas las magnitudes varían en el espacio 
con suficiente lentitud: las distancias características sobre las que varían considera- 
blemente deben ser grandes comparadas con la longitud de coherencia ¢6.t En el 
caso presente esto significa que debemos tener 


ô > Éo- (44.14) 


Este requisito, como es natural, no afecta a la prueba de que el campo resulta 
desplazado del superconductor: el suponer que el campo no se vería expulsado 
conduciría a una contradicción lógica, puesto que entonces ciertamente variaría 
lentamente y sería válida la ecuación (44.11), pero la ecuación específica (44.11) 
y la resultante ley de disminución del campo (44.13) son únicamente válidas si se 
satisface (44.14). 

Un superconductor en el que se ve satisfecha la desigualdad ô > & es un super- 
conductor de London; el caso opuesto, con ô < £,, se denomina caso de Pippard 
(la disminución del campo en el interior del superconductor es entonces del tipo 
que consideraremos en $ 52). Cuando T > T,, la densidad de electrones supercon- 
ductores n, > 0, de modo que d > oo, Así pues, siempre tenemos el caso de London 
suficientemente cerca del punto de transición. Cuando T > 0, sin embargo, la rela- 
ción entre ô y £, depende de las propiedades específicas del metal. ł 

Finalmente consideremos una consecuencia más de la ecuación (44.7) que es 
independiente de la relación existente entre ô y £¿. Como sabemos a partir de la 
electrodinámica macroscópica de los superconductores, si existe un flujo magnético 
en un toro superconductor, permanece constante independientemente de cualquier 
cambio de estado del cuerpo (si éste no destruye su superconductividad). Ahora 
admitimos que el toro tiene un diámetro y un espesor grandes en comparación con 
la longitud de coherencia y con la profundidad de penetración del campo. Demos- 
traremos que el flujo magnético «congelado» en la abertura del toro sólo puede 
ser un múltiplo entero de cierto «cuanto de flujo» (F. London 1954). 

Dentro del cuerpo (más allá del alcance de penetración del campo) la densidad 
de corriente j = 0; sin embargo, el potencial vector no es nulo, sino que únicamente 
lo es su rotacional, es decir, la inducción magnética B. Tomemos cualquier contorno 
cerrado C que abarque la abertura del toro y que pase a través de éste lejos de su 
superficie, de modo que se satisfaga la condición para la validez de la ecuación 
(44.7), a saber, la lentitud de la variación espacial de la fase ® y del potencial A. 


t La propia inducción B es la verdadera intensidad microscópica del campo magnético promediado 
sobre elementos de volumen físicamente infinitesimales que son grandes en comparación con la cons- 
tante de la red. 

1 Se produce el caso de London a todas las temperaturas por ejemplo en los metales de transición 
puros y en algunos compuestos intermetálicos. Se presenta el caso de Pippard (lejos de T,) en metales 
puros no de transición. 
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La circulación del vector A a lo largo del contorno C es igual al flujo de la inducción 
magnética a través de una superficie que se apoye en dicho contorno, es decir, el 
flujo $ a través de la abertura del toro: 


fA.dl = f rot A.df = [B.df = $. 


Por otra parte, igualando (44.7) a cero e integrándola a lo largo del contorno tene- 
mos 


A.dl = t vy®ð.dl = he 55, 
2e 2e 


en donde ô® es el cambio de fase de la función de onda al pasar alrededor del con- 
torno. Como esta función debe ser uniforme, se deduce que el cambio de fase sólo 
puede ser un múltiplo entero de 2x. Así pues, tenemos el resultado 


$ =n» do =xhc/lel| =2x10-? G.cm?, (44.15) 


en donde n es un número entero. La magnitud d, es el cuanto de flujo magnético. 

La cuantización del flujo magnético tiene otro aspecto: hace que sean discretos 
los valores de la corriente total J que puede fluir a lo largo de un anillo supercon- 
ductor (en ausencia de un campo magnético externo). Esta corriente crea un flujo 
magnético a través del anillo igual a LJ/c, en donde Les la autoinducción. Igualando 
esta expresión a nfy, hallamos como valores posibles de la corriente 


J = cómIL = añc?n]|e| L. (44.16) 


En contraste con el flujo magnético cuántico, el «cuanto de corriente total», sien- 
do L la autoinducción, depende de la forma y tamaño del anillo. 


PROBLEMA 


Determinar el momento magnético de una esfera superconductora de radio R & ô en un campo 
magnético, en el caso de London. 


SOLUCIÓN. Cuando R< ô, el campo magnético dentro de la esfera puede considerarse como 
constante e igual al campo externo $. Si se toma el potencial vector en la forma A = F9Xr, po- 


demos escribir simplemente 
j = — (ne/mc) A, 


es decir, tomar ® = 0 en (44.7): la condición límite para que sea nula la componente normal de la 
corriente en la superficie de la esfera (nj = 0) se satisface entonces automáticamente. Se calcula 
el momento magnético como la integral 


sobre todo el volumen de la esfera y vale 


M = — R5 $/306*. 
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$45. Ecuaciones de Ginzburg-Landau 


La teoría completa del comportamiento de un superconductor en el interior 
de un campo magnético es muy compleja. Sin embargo, el problema es considerable- 
mente más sencillo en el margen de temperaturas cercano al punto de transición. 
Entonces es posible establecer un sistema de ecuaciones relativamente sencillas, 
que es válido tanto en el caso de campos débiles como intensos. t 

En la teoría general de Landau de las transiciones de fase de segundo orden, 
se describe la diferencia entre las fases «asimétrica» y «simétrica» mediante el pará- 
metro de orden, que es cero en el punto de transición (ver Parte 1, $ 142). Cuando 
se trata de una fase superconductora, el parámetro de orden natural es la función 
de onda del condensado Æ. Para evitar complicaciones que en principio son inne- 
cesarias, admitiremos que el cristal metálico tiene simetría cúbica; como ya se men- 
cionó en $ 44, el estado superconductor se caracteriza entonces por una magnitud 
escalar, la densidad de electrones superconductores. En este caso resulta más con- 
veniente escoger como parámetro de orden una magnitud y que sea proporcional 


a Z pero que esté normalizada por la condición | y |? = 4n,. La fase de y es la misma 
que la de £: 


y = WE n, el?, (45.1) 


La densidad de corriente de superconductividad (44.2), expresada en función de 
y, es 


eh ieħ 
E 2 = A NY 5.2 
oa Ip [1270 7 (y*7p—yvy”) (45.2) 


El punto de partida de la teoría es la expresión correspondiente a la energía 
libre del superconductor como una función de y(r). De acuerdo con las ideas gene- 
rales de la teoría de Landau, ésta se encuentra desarrollando la densidad de energía 
libre en potencias del parámetro de orden y (que es pequeño cerca del punto de 
transición) y de sus derivadas respecto a las coordenadas. Como un primer paso, 
consideremos un superconductor en ausencia de un campo magnético. 

De acuerdo con su significado en cuanto es una magnitud proporcional a la 
función de Green F(X, X) = — i£(X), el parámetro de orden no es único: puesto 
que F(X, X) se construye mediante dos operadores W, un cambio arbitrario de la 
fase de estos operadores, Y” — Vel"? produce un cambio de la fase de la función 
Fen a. Como es natural, las magnitudes físicas no se ven afectadas por este punto 
de arbitrariedad, es decir deben ser invariantes bajo una transformación del pará- 


+ La teoría que damos a continuación se debe a V. L. Ginzburg y L. D. Landau (1950). Es interesante 
señalar que esta teoría se construyó fenomenológicamente antes que la teoría microscópica de la super- 
conductividad. 
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metro de orden complejo y > ye'”. Esto excluye las potencias impares de y en el 
desarrollo de la energía libre. 

Se establece la forma específica de este desarrollo mediante las mismas consi- 
deraciones que en la teoría general de las transiciones de fase de segundo orden 
(ver Parte 1, § 146). Sin repetir los argumentos, podemos escribir a continuación 
el desarrollo siguiente de la energía libre total de un cuerpo superconductor :} 


h2 5 1 
= e p+ bl yllar. 45.3 
r= Fat | opa] yl ble lt ar (45.3) 


En donde F, es la energía libre en el estado normal (es decir, para y = 0); b es un 
coeficiente positivo que depende únicamente de la densidad de la sustancia (no de la 
temperatura); a es una función de la temperatura dada por 


a =0(T—T.), (45.4) 


y es cero en el punto de transición; el coeficiente a > 0, de acuerdo con el hecho 
de que la fase superconductora corresponde al intervalo T < T,; el coeficiente de 
| yy |? en (45.3) se escoge de modo que se obtenga la expresión (45.2) para la co- 
rriente (ver más adelante).+ El hecho de que (45.3) contenga únicamente las pri- 
meras derivadas de y es el resultado de admitir que la variación espacial de y es lo 
suficiente lenta. 

En un superconductor homogéneo, en ausencia de campo externo, el parámetro 
y es independiente de las coordenadas. Entonces la expresión (45.3) se reduce a 


F=F,+aV y 12+5bV |y}. (45.5) 


Se determina el valor de equilibrio de | y |? (para T < T,) mediante la condición 
de que esta expresión sea un mínimo: 


ly]? = —ajb = A(T.—T)b; (45.6) 


la densidad de electrones superconductores, como función de la temperatura, dis- 
minuye linealmente hasta cero en el punto de transición. 

Sustituyendo (45.6) de nuevo en (45.5), se halla la diferencia entre las energías 
libres de los estados superconductor y normal: 


F,—F, = — V («?/2b)(Te— T}. (45.7) 


t Mencionaremos únicamente de nuevo que esta forma del término del gradiente depende de la hi- 
pótesis de que el cristal tiene simetría cúbica. Con simetría inferior, tendría una dependencia cuadrática 
más general con las derivadas 0Y/0x;. 

t Esta selección (incluyendo la identificación de m con la masa real del electrón) no tiene como es 
natural ningún significado profundo y es convencional en el mismo grado que lo es la definición de n, 
en (44.2). 
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A partir de esta expresión, y derivando respecto a la temperatura, podemos hallar 
la diferencia de entropías y luego la discontinuidad del calor específico en el punto 
de transición :$ 


C,¿—C, = Voe*T./b. (45.8) 


Cerca del punto de transición, la diferencia (45.7) es una pequeña adición a 
la energía libre. De acuerdo con el teorema de incrementos pequeños (Parte 1, $ 15), 
la misma magnitud nos da la diferencia entre los potenciales termodinámicos D, — Ø, 
si se expresa en función de la temperatura y de la presión, en lugar de la temperatura 
y el volumen. Por otra parte, de acuerdo con la fórmula general de la termodinámica 
de superconductores [ver EMC (43.7)], esta diferencia es — VH?/87, siendo H, 
el campo crítico que destruye la superconductividad. Así pues, hallamos en el caso 
de este campo, la siguiente dependencia con la temperatura cerca del punto de 
transición: 
H, = (4x02/b)1? = (4naæ?/b)}!2(T.—T). (45.9) 
Cuando está presente un campo magnético, ha de modificarse la expresión (45.3) 
correspondiente a la energía libre de dos maneras. En primer lugar ha de sumarse 
al integrando la densidad de energía del campo magnético B?/877 (en donde B = rot A 
es la inducción magnética del cuerpo). En segundo lugar, ha de cambiarse el término 
del gradiente de modo que satisfaga a los requisitos de la invariancia «gauge». En 
la sección anterior se ha demostrado que esta condición hace innecesario sustituir 


el gradiente yD de la fase de la función de onda del condensado por yË — 2eA/hc. 
En el caso presente esto significa hacer la sustitución 


Ty = ei? V ly + ip VÐ > vy—(Qie/fic) Ay. 


$ La comparación de (45.6) y (45.8) para |lwl? = ọs/2m y para la discontinuidad del calor específico 
con (40.16) y (40.11) para las mismas magnitudes en el modelo de BCS da los valores de a y b en este 
modelo (L. P. Gor'kov 1959): 
a = 6 T./10(3) y = 7.04T./u, b = aT,/n; 


ahora hemos utilizando la relación existente entre la densidad numérica de partículas n = p/m, el po- 
tencial químico u (a T = 0) y el impulso límite en el caso de un gas ideal: 


n= p3/3mh3, u = pr/2m. 
t En el modelo de BCS, 


H. = 2.44 (mpp/h®)!? (T, —-T) as T >T.. 


En el mismo modelos a T = 0, 
H, = 0.97, (mpy/h*y"?, 


como se halla igualando — VH,?/87% a la diferencia de energías (40.9). 
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Así pues, tenemos la siguiente ecuación básica: 


B? h? 
F= Fm | ita 


en donde F, es la energía libre del cuerpo en el estado normal en ausencia de campo 
magnético. Debe resaltarse que el coeficiente 2ie/hc en esta expresión no es arbitra- 
rio (en contraste con la selección convencional del coeficiente A?/4m que se men- 
cionó anteriormente). El duplicar la carga del electrón se debe al efecto Cooper 
(L. P. Gor'kov 1959); como es natural, este coeficiente no puede hallarse por medios 
puramente fenomenológicos. 

Las ecuaciones diferenciales que determinan la distribución de la función de 
onda y y el campo magnético en un superconductor se encuentran ahora haciendo 
mínima la energía libre como una funcional de las tres funciones independientes 
Y y yA. 

La magnitud compleja y es un conjunto de dos magnitudes reales, de modo que 
y y y* deben considerarse como funciones independientes en la variación. Va- 
riando la integral respecto a y* e integrando por partes en la integral del término 
(yy — 2ie 4/hc)yóy* se halla 


(ca) Pralotr able] ar, asio 


h2 2ie ,v? 
r= ff- a (vA) p+ap+b yltyy" ay 


2ie : 
Fo (v-e 49) ôy* df; (45.11) 
la segunda integral se extiende a toda la superficie del cuerpo. Poniendo ôF = 0, 
obtenemos como condición para que la integral de volumen sea cero en el caso de 
un 0y* arbitrario 
Es oa “prap+blylty = 0; (45.12) 
4m c 
haciendo variar la integral respecto a y se tiene la ecuación compleja conjugada 
y, por tanto, nada nuevo. 
Análogamente variando la integral respecto a A se tiene la ecuación de Maxwell 


rot B = (47/c) j, (45.13) 


y la densidad de corriente es 


dei, UE 
j= -am O VPP 9) PA (45.14) 
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que está de acuerdo con (44.7); hemos escrito j en lugar de j,, puesto que en el equi- 
librio termodinámico no existe corriente normal. A partir de (45.13) tenemos la 
ecuación de continuidad div j = 0, que puede obtenerse también mediante deriva- 
ción directa de (45.14), utilizando (45.12). 

Las ecuaciones (45.12)-(45.14) forman el conjunto completo de ecuaciones de 
Ginzburg-Landau. , 

Las condiciones límites que hay que aplicar a estas ecuaciones se encuentran 
mediante la condición de que las integrales de superficie en la variación ôF son 
nulas. Así pues, se obtiene de (45.11) la condición límite o de contorno 


l 2e 
n.(-Avp- Ay) E (45.15) 


en donde n es el vector normal a la superficie del cuerpo. Como resultado de esta 
condición, también resulta nula la componente normal de la corriente (45.14), como 
debería suceder: n-j = 0.1 | 

Las condiciones límites o de contorno correspondientes al campo son las si- 
guientes. A partir de la ecuación (45.13), puesto que j es finita en todo el espacio 
(hasta la superficie del cuerpo), resulta continua la componente tangencial B, de la 
inducción. La ecuación div B = 0 muestra que la componente normal B, de la in- 
ducción es también continua. Así pues, las condiciones límites exigen la continuidad 
del vector completo B. l 

En un campo magnético débil podemos despreciar la influencia del campo sobre 
| y|? y podemos tomar para ésta el valor (45.6) en todos los puntos del cuerpo. 
Entonces, la sustitución de (45.14) en (45.13), seguida de la operación de aplicar ' 
el rotacional de ambos miembros, da la ecuación de London (44.11) con una pro- 
fundidad de penetración 


2p 12 2 1/2 
pa | mc?b r] a | mc*b | (45.16) 
| 


Sze?! a 8meta(T.—T) 


Las ecuaciones de Ginzburg-Landau contienen otra longitud característica ade- 
más de ésta: el radio de correlación de las fluctuaciones del parámetro de orden y 


tł Con la condición de contorno (45.15), el propio y no es cero, puesto que la función de onda apa- 
rentemente debe estar en el límite del cuerpo. Esto se debe a que realmente y cae a cero sólo a distancias 
~ E, de la superficie, pero estas distancias se consideran despreciables en la teoría de Ginzburg-Landau. 

Aquí se ha deducido la condición (45.15) esencialmente para un límite vacíio-superconductor. Sigue 
siendo válida para un límite con un aislante, pero no es correcta en el caso de una intercara entre metales 
diferentes (uno superconductor, el otro normal) puesto que no tiene en cuenta la penetración parcial 
de los electrones superconductores dentro del metal normal. En este caso, se sustituye (45.15) por una 
condición más general compatible con n-j=0: 


n. (5 vy- Ay) = teja, (45.152) 


en donde A en una constante real (con las dimensiones de longitud); sin embargo, una estimación de esta 
constante exigiría una investigación microscópica más detallada. 
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(en ausencia del campo), que designaremos por (T). A partir de las fórmulas de la 
teoría de fluctuaciones (ver Parte 1, $ 146), este radio se expresa en función de los 
coeficientes de la energía libre (45.3) mediante 


S(T) = fi/2(m | aye 
= h/AmoayJ2(T.—T y, (45.17) 


Las longitudes características (45.16) y (45.17) determina el orden de magnitud 
de las distancias sobre las que existe un cambio significativo del parámetro de orden 
y y del campo magnético, según se describe mediante las ecuaciones de Ginzburg- 
Landau. La longitud ô es en general una característica del campo magnético y ¿(T) 
lo es de la distribución de y. Ambas longitudes deben ser grandes en comparación 
con las «dimensiones del par» ¿,, con objeto de satisfacer la hipótesis de que todas 
las magnitudes varían con suficiente lentitud en el espacio. Puesto que ambas lon- 
gitudes aumentan cuando se aproxima el punto de transición [en proporción a 
[T, — Ty], esta condición se satisface en general cerca del punto de transición 
(ver más adelante). 

En la teoría que hemos expuesto tiene importancia el parámetro de Ginzburg- 
Landau; se define como el cociente constante (independiente de la temperatura) de 
las dos longitudes: 


x = AT )/ET) = mcbU2/(2712 | e h. (45.18) 


En orden de magnitud, x ~ 9,/£,, siendo £ la longitud de coherencia (39.21) y ôo 
la profundidad de penetración de London en el cero absoluto. Existe también una 
fórmula 


x = 2/2] e|/hc) HAT) XT), (45.19) 


obtenida a partir de (45.9) y (45.16) que expresa x directamente en función de mag- 
nitudes observables. 

Habiendo establecido la forma de las ecuaciones, consideremos ahora su inter- 
valo de aplicabilidad. 

A temperaturas bajas, este intervalo está limitado en todo caso por la condi- 
ción T, — T < T,, lo que nos permite considerar como pequeño el parámetro de 
orden, que resulta así fundamental para el desarrollo que se ha realizado en el caso 
de la energía libre. La misma condición asegura que ¿(T) > č pero no es suficiente- 
mente fuerte como para asegurar que ô(T) > £ en los superconductores en los que 


sea pequeño el parámetro x;f en estos casos, la desigualdad ô > E, da la condi- 
ción 


T, -T < xT.. (45.20) 


t Como ejemplos, los valores de x para algunos metales son: aluminio 0,01, estaño 0,13, mercurio 
0,16 y plomo 0,23. 
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Cuando T > T., la validez de las ecuaciones está limitada únicamente por la 
condición general correspondiente a la teoría de Landau de las transiciones de fase, 
relativa a la presencia de fluctuaciones en el parámetro de orden. Sin embargo, en 
el caso presente esta condición es extraordinariamente débil: se expresa en función 
de los coeficientes del desarrollo (45.3) mediante la desigualdad 


T.—T> b?T2/0(h2]my 


[ver Parte 1, (146.15)]. Por ejemplo, una estimación del valor de la expresión del 
segundo miembro, utilizando los valores de b y a del modelo de CBS, da 


(T.—-T)/T; > (To. (45.21) 


Puesto que el cociente T./w ~ 10~-10—+ es muy pequeño, podemos considerar que 
esta condición se satisface hasta casi el propio punto de transición. Desaparece 
prácticamente la región de fluctuación correspondiente a la transición de segundo 
orden entre las fases superconductora y normal. 


PROBLEMA 


Hallar el campo magnético crítico (paralelo al plano de la película) que destruye la supercon- 
ductividad en una película plana de espesor d< É£, ô (V. L. Ginzburg y L. D. Landau 1950) .+ 


SOLUCIÓN. Tomemos el plano medio de la película como plano xz, teniendo el eje x la direc- 
ción del campo. En la ecuación (45.13) correspondiente al campo B = B,(y) (que varía a lo largo. 
del eje y normal a la película), podemos tomar y = constante. Entonces el primer término de la 
expresión (45.14) para la corriente es cero y tomando el rotacional de (45.13) se tiene B” = 0B?/0?, 
en donde 0 = Y/d,, dí = la l/b. La solución de esta ecuación, simétrica en y, es 

_ e cosh(y0/Ó) _ PGA m 
B) = Ý na ~ È [1+ 2 -e| i 


en donde $ es el campo externo. Esto corresponde a una distribución de corriente 
j=j,=-cB' [4x1 x — c0? Hy/4r16?, 


Sin embargo, en la ecuación (45.12) no podemos despreciar por completo la dependencia de Y 
sobre y: la pequeña derivada 0*%p/0y? está aquí multiplicada por %?/m|a | ~ £ y así adquiere el 
coeficiente (¿/dy que es grande por la condición d< E. Podemos despreciar el potencial A = A.(y) 
en esta ecuación, que conduce ahora a términos de un menor orden de magnitud en d/£. Con ob- 
jeto de evitar la necesidad de considerar la dependencia de «| sobre y, promediemos la ecuación 
(45.12) respecto al espesor de la película; desaparecen entonces las derivadas respecto a y, debido 
a la condición límite OL/0y = 0 en la superficie de la película. Observando también que 


a i 
an ~ ZTE. Y 


ł Ver $47 para el problema correspondiente de una esfera pequeña. 
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debido a la dependencia respecto a z de la fase de y (y a la relación entre su gradiente y la corriente) 
se encuentra, después de eliminar y, 


mp 


TI a O 


en donde 


a 2? 
2 Ny = 
rá Í F dy GT 


Utilizando también (45.9) y (45.16) llegamos a la ecuación 


z | (aa) o 


que determina Ņ en el caso de una película en un campo magnético. El campo crítico Hf para la 
película es aquél para el cual y = 0. Está relacionado con el campo crítico H, para un supercon- 
ductor grueso por 


H! = (24) H,ôld. 


En las condiciones consideradas, la eliminación de la superconductividad por el campo tiene 
lugar a través de una transición de fase de segundo orden: y tiende a cero de modo continuo cuando 
aumenta Ý. Esto resulta totalmente razonable, puesto que para d< ô el campo penetra realmente 
dentro de la película superconductora y no existe ninguna causa para una transición de primer 
orden, que consistiría en una penetración repentina del campo en el interior del cuerpo. 


$46. Tensión superficial en la frontera entre las fases superconductora y normal 


Las ecuaciones de Ginzburg-Landau permiten, en particular, el cálculo de la 
tensión superficial en el límite de separación de las fases superconductora (s) y normal 
(p) (de la misma muestra) en función de características del propio material (V. L. 
Ginzburg y L. D. Landau 1950). Dichos límites existen en muestras metálicas que 
están en el estado «intermedio» dentro de un campo magnético. Como la única 
diferencia entre ambas fases es que y es cero en una, pero no en la otra, la transición 
entre ellas es continua sobre una capa determinada y se describe mediante las ecua- 
ciones de Ginzburg-Landau con condiciones límites o de contorno establecidas 
únicamente a distancias grandes a cada lado de esta capa. 

Consideremos una interfase plana entre las fases n y s en un metal, considerando 
la interfase como el plano yz y estando contenido el eje x en la fase s; en ambas 
fases la distribución de todas las magnitudes depende únicamente de la coordenada x. 
El potencial vector del campo, cuya selección no está todavía univocamente espe- 
cificada, estará sometida a la transformación «gauge» en la que div A = 0; en el 
problema presente esto da dA,/dx = 0; así resulta que es posible tomar A, = 0. 
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Por simetría es evidente que el vector A está contenido en un plano; supongamos 
que este plano sea el plano xy de modo que A, = A; entonces el vector inducción 
está en el plano xz, con 


B=B, =A (46.1) 


(la prima indica derivación respecto a x). 
A continuación, volvamos a escribir (45.13) en la forma usual en electrodiná- 
mica macroscópica, rot H = 0, viniendo dada la intensidad H del campo port 


H = B—4rM, crotM =j. 


A partir de esta ecuación se deduce en el caso presente por H = constante. Lejos 
de la interfase, dentro de la fase normal, coinciden la inducción y el campo y son 
iguales al campo crítico: B = H = H, (despreciamos la susceptibilidad magnética 
de la fase normal). De aquí que H = H, = H, en todo el espacio. 

Despreciando la variación de la densidad del material en la transición a la fase 
superconductora, consideraremos la densidad (y la temperatura) como constante 
a través de todo el cuerpo.ł Designemos mediante f la energía libre por unidad de 
volumen (en contraste con F, energia libre de todo el cuerpo). A temperatura y den- 
sidad constantes, y si se desprecian los efectos superficiales, la diferencial df es 


df = H .dB/4r; (46.2) 


cf. EMC, $30. De aquí vemos que el requisito adicional de que B sea constante 
lleva en estas condiciones a la constancia de 


f = /—H.B/%n. (46.3) 


Así pues, la contribución total a la integral Ÿ = ff dV de la parte variable de F' 
se debe únicamente a la presencia de la interfase. Tomando esta contribución por 
unidad de área de la interfase, podemos calcular, por consiguiente, el coeficiente 
de tensión superficial como la integral 


Ans = f (f —fr) dx, - (46.4) 


ł Para evitar malas interpretaciones, podemos mencionar el comentario de EMC $ 41 acerca de lo 
inadecuado de utilizar H cuando nos referimos a la electrodinámica de los superconductores, en donde 
el valor de la penetración del campo magnético se consideró como infinitesimalmente pequeño. Sin em- 
bargo, las ecuaciones de Ginzburg-Landau se aplican precisamente a la estructura de esta región. 

į Estrictamente hablando, en el equilibrio de fases es constante en todo el sistema la densidad y no 
el potencial químico. Si se toma en cuenta la variación de la densidad sería, por tanto, necesario consi- 
derar el potencial termodinámico 9 y no la energía libre. 
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en donde la constante J, es el valor de f lejos de la interfase, por ejemplo dentro 
de la fase normal. 

En el caso de la fase normal, la energía libre f, = fno + B?/8 = fao + H?/87, 
de modo que 


fa = Ja— H¿/4r 
= fno — H¿/87 
= fno — 4*/2b, 


en donde se obtiene la última expresión mediante (45.9). La magnitud fen un punto 
cualquiera se expresa en función de la densidad de energía libre f por 


f = f-H.Bl4x. 


A continuación, utilizando (45.10), se llega a la fórmula siguiente para la tensión 
superficial: 


ai ` B? h? r:2 4e? 2 ap 12 2 1 a HeB a 
Uns = Maral” +ga ipl2+alp| J+? iy! 4r + 3b dx. 
E (46.5) 


El integrando se anula, como debe ser, tanto dentro de la fase normal (x > — 00) 
en donde y = 0 y B = H,, como dentro de la fase superconductora (x > 00), en 
donde | y |? = — a/b, B = 0. 

Debe señalarse que en el integrando de (46.5) el término ¡A:yy no aparece, 
puesto que 4, == 0. Tampoco aparece el término correspondiente en (45.12) y por 
ello la ecuación remanente tiene coeficientes reales; por consiguiente, puede tomarse 
su solución como real, como se supondrá más adelante. El primer término de la 
densidad de corriente (45.14) desaparece, quedando 


j = — (Le2/mc) y?A. (46.6) 


En lugar de la variable x y de las funciones A(x) y y(x) utilizaremos las magnitu- 
des adimensionales 


x=x/0, YP=pvVbia', A=A/H.0, B = dAldx = B/H.. (46.7) 
En el resto de esta sección sólo se utilizarán estas magnitudes y se omitirán, por 


brevedad, las barras sobre las letras. Con estas variables, la ecuación (45.12) se 
transforma en 


y" =*[64-1)p+y*]. (46.8) 
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La ecuación (45.13) tomando j de (46.6) es 
A" = Av? (46.9) 
Las condiciones límites a aplicar a estas ecuaciones en el problema que estamos 
considerando (correspondiente a las fases n y s cuando x > — œ y x > œ) son 
PEO A a (46.10) 
p=1, 4=0 para x = œ. 
Se comprueba fácilmente que las ecuaciones (46.8), (46.9) tiene la integral pri- 
mera 


(2/42) y+ (2 — A?) y? — yt + A”? = constante = 1, (46.11) 


quedando determinado el valor de la constante a partir de las condiciones limites. t 
Finalmente, la expresión (46.5) se reduce a 


oo 


ôH2 3 
dns == f [FAA a 1 dx 
E — [arawn] dx, (46.12) 


—00 


en donde se ha obtenido la segunda ecuación tomando y* de (46.11). 

A continuación examinemos las ecuaciones anteriores y tomemos primero el 
caso x*< 1 (que normalmente se presenta en los metales puros superconductores). 
Esta desigualdad significa que ô(T) < (T), es decir, el campo magnético varía 
considerablemente en distancias que son pequeñas en comparación con la distancia 
característica de variación de la función y(x). 

La figura 6 muestra en un diagrama el esquema de la distribución correspon- 


FiG. 6. 


t A partir de las condiciones (46.10) se deduce necesariamente que y” = 0 en x = + Oo y de las mis- 
mas condiciones y de (46.9) que 4” = 0 y A =0 en x = oo; el valor de A(oo) definido es el resultado 
de tomar a y real. 
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diente al campo y y en este caso. En donde el campo es grande tenemos y % 0; 
luego, el campo cae abruptamente y y(x) empieza a variar ligeramente (sobre dis- 
tancias =1/x) en ausencia del campo. Poniendo A = 0 en (46.11), encontramos 
la ecuación 


x 


Y e ANN 


que ha de resolverse con la condición y = 0 en x = 0, tomada en un punto cual- 
quiera de la región del campo decreciente. Esta solución es 


y = tgh xx/y/2, (46.13) 


y el cálculo de la integral (46.12) con esta función (y A = 0) da 


H? H2 198 
We a a (ea) 


El error de este valor se debe a que hemos despreciado aquí la contribución 
a la integral procedente de la región en donde disminuye el campo. Para estimar 
la anchura ô de esta región,ł observemos en primer lugar que 1/0? — y? según 
(46.9); en segundo lugar, que la fórmula (46.13) debe seguir siendo válida en su 
orden de magnitud incluso en el límite de la región x ~ ô, y por tanto y — xd. 
A partir de estas dos relaciones se encuentra d, —1 Jyx. La contribución a la ten- 
sión superficial procedente de esta región es ~ H?8]/x, es decir es más pequeña 
en comparación con (46.14) únicamente en el factor yx [de modo que la exactitud 
de (46.14) es bastante baja]. 

Cuando aumenta el parámetro x, el coeficiente de tensión superficial pasa por 
cero y se hace negativo. Esto resulta evidente a partir del hecho de que se satisface 
siempre la desigualdad &„, < 0 para x suficientemente grande: las distancias carac- 
terísticas de variación de y(x) en este problema no pueden ser menores que las co- 
rrespondientes a A(x), puesto que cualquier cambio en A produce una variación 
en y; de aquí que, para x grande, pueda despreciarse el término y'?/x? en el inte- 
grando de (46.12) y éste es negativo puesto que 0 < 4' < 1 (es decir 0 < B < H, 
en unidades ordinarias). Demostraremos que «,, es cero en 


z = 12. (46.15) 


t Debemos resaltar que ô, no es el mismo que la profundidad de penetración del campo en un super- 
conductor junto a un vacío. En este último caso, y ~ 1 en la región de penetración del campo, mientras 
que en la penetración desde una fase n el campo disminuye en una región en la que y es pequeño. 


220 | Superconductividad 


Para ello, volvamos a escribir la expresión correspondiente a d,, Como 


His f 
Ea E f -vs dx, (46.16) 


que se obtiene a partir de la integral primera (46.12) integrando el término y”? por 
partes y sustituyendo luego y” de (46.8). La integral es ciertamente cero si el inte- 
grando es idénticamente nulo, es decir si 


A'—1 =-—q?; (46.17) 


el signo opuesto no puede presentarse, puesto que el campo B = A" debe disminuir 
al aumentar x. Eliminando y entre (46.17) y (46.9) se tiene 


A" =A(1—A"), (46.18) 


cuya solución (con las condiciones límites A’ = 1 en x = — œ y A = 0 en x = oo) 
determina la distribución del campo; en virtud de (46.17), se satisfacen entonces 
automáticamente las condiciones límites (46.10) para y. No necesitamos resolver 
realmente (46.18) sino simplemente comprobar que para x? = $ debe satisfacerse 
necesariamente la ecuación (46.8), que todavía no se ha utilizado, o lo que es equi- 
valente, su integral primera (46.11). Sustituyendo (46.17) en (46.9), obtenemos 
y' = — }Ay; este valor de y”, con A' de (46.17), satisface de hecho idénticamente la 
ecuación (46.11) con x? = 4. 


PROBLEMA 


En el caso de un superconductor con x < 1, hallar la primera corrección de campo a la pro- 
fundidad de penetración en campos débiles. 


SoLUCIÓN. Tomemos la superficie del superconductor como plano yz, situando el eje z en 
la dirección del campo externo 9, y el eje x dentro del cuerpo. La distribución del campo y de y 
en el superconductor vienen dadas por las ecuaciones (46.8), (46.9), que han de resolverse teniendo 
en cuenta las condiciones límites o de contorno 


y =0 B=4'=%9 Para x=0, 
y=1, A=0 para x =; 


la primera de ellas es (45.15). Busquemos una solución de la forma 
y = 1+Y100, A =-De "+A100, 


en donde +, y A, son pequeñas correcciones a la solución en x = 0, que corresponde a la disminu- 
ción de London del campo (44.13). La corrección dd, viene dada por la ecuación 


Yi = Dyrpeg ene 
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de aquí que con las condiciones límites 


1 22 o 1 3 —4/ 2x2 
2 Aa e tz ¿Ey? ` 1 
Yi 8 9 e 44/2 xy e ( ) 


Para A, podemos ahora escribir la ecuación 


L = Aı— 29 e Yi, 


y sustituyamos para Y, únicamente el segundo término de (1) que es del primer orden en x. Utili- 
zando la condición límite (4; = 0 cuando x = 0) y despreciando en donde sea posible los términos 
de orden superior con respecto a x en los coeficientes, se encuentra 


Ar =- 19 1(1+ Y2)e 7? e ttv], (2) 


Esta expresión nos da las correcciones a la disminución del campo dentro del superconductor. La 
profundidad de penetración efectiva ĉef, es, por definición, tal que 


Hòu = | Bœ) dx =-A(0) = $- ALO). 
0 


Volviendo a las unidades ordinarias, se encuentra a partir de (2) 


s ortt] 


§47. Los dos tipos de superconductor 


El signo de la tensión superficial a,, tiene una influencia considerable sobre 
las propiedades de los superconductores. Esto forma la base para la división de 
todos los superconductores en dos clases: los de primera clase, con Ams > 0, y los 
de segunda clase, en los que &„, < 0. Puesto que el signo de &„, resulta gobernado 
por el valor del parámetro de Ginzburg-Landau x, los valores de x < 1 [V2 corres- 
ponde (cerca de T,) a los primeros y x > 1 /1y2 a los últimos.t 

Consideremos un superconductor cilíndrico sólido dentro de un campo magné- 
tico externo longitudinal $. Si el superconductor es de la primera clase, experimenta 
una transición de fase de primer orden cuando el campo aumenta hasta un valor 
crítico H,. El papel de la tensión superficial consiste entonces (como en cualquier 
transición de fase de primer orden) en impedir la formación de los primeros núcleos 
de la nueva fase y así hace posible la existencia de una continuación metaestable 
de la fase s en campos un poco por encima de H.. 


f La primera clase incluye elementos metálicos puros superconductores; la segunda clase incluye 
las aleaciones superconductoras. La hipótesis de que x > 1 [V2 en aleaciones fue propuesta por primera 
vez por L. D. Landau. 
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Sin embargo, si el superconductor es de segunda clase, la presencia de «inclu- 
siones» de la fase n puede ser termodinámicamente favorable incluso antes de que 
se alcance H,; el aumento de energía de volumen se ve compensado por la energía 
superficial negativa de dichos núcleos. El valor límite inferior de los campos para 
los que es posible esto último se designa normalmente por Ha y se denomina campo 
crítico inferior. Análogamente, partiendo de un metal en el estado normal dentro 
de un campo exterior elevado, se alcanza un valor H, > H,, campo crítico superior, 
por debajo del cual es termodinámicamente favorable la presencia de «inclusiones» 
de la fase s, de nuevo por la ventaja que se obtiene mediante la energía negativa 
de los límites o fronteras. Así pues, en un cierto intervalo de valores de los campos, 
Ha <% < Hg, el superconductor se encuentra en un estado mixto o mezcla.t 
En este estado, sus propiedades van cambiando gradualmente desde el superconduc- 
tor puro en H, hasta el normal puro en Hs; al mismo tiempo, el campo magnético 
va penetrando gradualmente en él. En este caso carece de significado especial el 
valor de H, determinado únicamente por la relación existente entre las energías 
de las fases n y s en todo el cuerpo. 

Como es natural, los dos campos críticos dependen de la temperatura y se 
anulan a T = T. Esto nos da un diagrama de fases como el indicado en la fi- 
gura 7 para el caso de superconductores de la segunda clase. La curva a trazos de 
dicha figura se explicará más adelante. 


Fic. 7. 


El campo crítico superior puede determinarse (en la teoría de Ginzburg-Landau) 
incluso sin el conocimiento previo de la estructura del estado mezcla. Únicamente 
necesitamos observar que en campos ligeramente inferiores a H. un núcleo de la 
fase s debe tener un parámetro de orden y de pequeño valor; es evidente que y>0 


ł No ha de confundirse con el estado intermedio de un superconductor de la primera clase, que re- 
sulta de ciertas configuraciones de la muestra en el campo magnético externo. 
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cuando $ tiende a H.a. De aquí que pueda describirse el estado de estos núcleos 
mediante las ecuaciones de Ginzburg-Landau linealizadas respecto a y. Omitiendo 
el término no lineal en (45.12), obtenemos la ecuación en donde A ha de tomarse 


1 : 2e 2 a 
am (+A) y= laly, (47.1) 


como el potencial vector del campo uniforme Y a y = 0, cuando el cuerpo está 
en el estado normal y el campo externo le penetra por completo. 

Pero (47.1) tiene la forma exactamente de la ecuación de Schródinger para una 
partícula de masa 2m y carga 2e en el interior de un campo magnético, siendo | a | 
el nivel de energía, las condiciones de contorno o límites también concuerdan: 
y = 0 en el infinito. Se sabe (ver MC, $ 112) que la energía mínima de una partícula 
que se está moviendo en un campo magnético uniforme es E, = 3h40w, en donde 
wy = 2 | e | $/2mc; éste es el valor de la energía a partir del cual empieza el espectro 
continuo de energía. La analogía entre los dos problemas muestra, por tanto, que 
sólo pueden existir los núcleos de la fase s descritos por (47.1) si 


laj > jej A9/2mc, 


de modo que el campo crítico H., = 2mc | a |/| e| h. Mediante (45.9), (45.17) y 
(45.18) puede escribirse esta fórmula en la forma 


Ho = V2xH. (47.2) 


(A. A. Abrikosov 1952). 

La solución de la ecuación (47.1), con la condición de contorno y = 0 en el 
infinito, corresponde a la formación de un núcleo de fase s dentro de la muestra, 
lejos de su superficie. Demostraremos que la presencia de la superficie favorece la 
nucleación y que pueden formarse así núcleos en una capa delgada superficial in- 
cluso si $ > H.a (P. G. de Gennes y D. Saint-James 1963). 

La solución de la ecuación (47.1), que describe un núcleo de la fase s cerca de la 
superficie del cuerpo (supuesta plana). debe satisfacer en dicha superficie la con- 
dición límite o de contorno 0p/0x = 0, siendo x la coordenada a lo largo de la 
normal a la superficie [condición (45.15) con A, = 0]. Para establecer la analogía 
cuántica que buscamos, hay que recordar que el problema mencionado anteriormente 
del movimiento de una partícula dentro de un campo magnético es a su vez equi- 
valente al del movimiento en un pozo de potencial monodimensional parabólico 


U = 4 2mo} (x — xo), 
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en donde x, es una constante que corresponde al «centro de la órbita» (ver MC, 
$ 112). Consideremos ahora un pozo doble compuesto por dos pozos parabólicos 
iguales colocados simétricamente respecto al plano x = 0 (fig. 8). El estado funda- 
mental de la partícula en dicho campo corresponde a una función de onda y(x) 


Ux) 


Fic. 8. 


que es par en x y no tiene ceros; dicha función satisface automáticamente la con- 
dición y” = 0 en x = 0. Sin embargo, el nivel fundamental de una partícula en el 
pozo doble está debajo del correspondiente al pozo simple;j cuando se aplica el 
problema de nucleación, esto demuestra la afirmación anterior de que era más fácil 
su formación cerca de la superficie. 

El cálculo numérico del nivel en un pozo doble da el resultado de que su valor 
mínimo (en función del parámetro xp) es 0,59£,. Repitiendo los razonamientos que 
condujeron a (47,2), se encuentra que el límite superior de los campos en el que se 
presentan núcleos superficiales de fase s es H, = H.2/0,59, es decir 


Ha = 1.7H = 2.4xH.. (47.3) 


Así pues, en el intervalo de campos comprendidos entre H., y H.¿ es donde 
surge el fenómeno de la superconductividad; el límite de esta región es el que se 
ha señalado mediante una línea a trazos en la curva de figura 7. El espesor de la 
capa superconductora en la superficie de la fase normal es del orden de (T). Esta 
estimación puede realizarse fácilmente a partir de la misma analogía cuántica: la 
función de onda de una partícula en un pozo de potencial (en el nivel E,) está con- 
centrada en la región x ~ h/ymE,. Se obtiene la dimensión correspondiente del 
núcleo sustituyendo E, por | a| y, de acuerdo con (45.17), vale ¿(T). 

El análisis anterior se relaciona totalmente con los superconductores de segunda 
clase, pero los campos críticos H. y H. definidos aquí pueden tener también un 
cierto significado físico para los de primera clase. 

Si x está en el margen 1//2 = 0,71 > x > 0,59//2 = 0,42, entonces H,, < H, 
pero Ha > H.. Aunque en este caso no aparece ninguna fase mezcla, existe una 
superconductividad superficial en el intervalo de campos entre H, y Ho. 


Esto se debe a que la energía potencial en el semiespacio x < 0 es menor de lo que sería en el caso 
de un solo pozo como se indica en la curva a trazos de la figura 8; ver, por ejemplo, MC, $ 50, problema 3. 
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Finalmente, en el sentido de la deducción anterior, el valor de H, (47.2) de- 
termina (para cualquier x) el límite superior de los campos en los que es posible 
la formación de núcleos de fase s con un y arbitrariamente pequeño. De aquí que, 
en un superconductor de la primera clase (en donde H. < H¿) en campos $ < Has, 
es absolutamente inestable la fase normal termodinámicamente desfavorable; pero 
en el intervalo H, < $ < H, la fase normal puede existir como una fase metaesta- 
ble. En este intervalo, la transición de fase de la primera clase desde la fase n a la 
fase s sólo puede producirse mediante la formación de núcleos de fase s con valores 
finitos de y, lo cual está en oposición con la tensión superficial positiva en sus límites 
(V. L. Ginzburg 1956). 


PROBLEMA 


Determinar el campo crítico para una esfera superconductora de radio pequeño R < ô (V. L. 
Ginzburg 1958). 


SOLUCIÓN. En este caso (como en una película delgada; ver $ 45, problema) la superconduc- 
tividad se destruye mediante una transición de fase de segundo orden. Puede hallarse el campo 
crítico para una esfera localizando aquél por debajo del cual cesa de ser estable la fase n respecto 
a la formación de núcleos de fase s. Como sucede en el caso estudiado en el texto, esto equivale 
a hallar el valor propio más bajo de la ecuación de Schrödinger (47.1). Con la condición R< ô, 
puede buscarse dicho valor mediante la teoría de perturbaciones respecto al campo externo, siendo 
y = constante la función de onda sin perturbar (el núcleo ocupa todo el volumen de la esfera). 
El valor propio es entonces simplemente el valor medio del operador de perturbación (2eA/c)?/4m 
[el valor medio del operador (ieh/mc)A -Y para Y = constante es cero]. El potencial vector del 
campo uniforme debe tomarse aquí como A = 19 x r; con esta transformación «gauge», la so- 
lución Y = constante satisface en la superficie de la esfera a la condición de contorno (45.15), que 
se reduce a n:A = 0. El resultado de la operación de promediar es 


e 2.5m eH R 
E, D 2 pr = 9 2 
4mc? 3 10mc 
Se encuentra el campo crítico, como en el texto, a partir de la condición E, = | a |, que da 


H® = y 20H.9/R. 


Se confirma la legitimidad de la utilización de la teoría de perturbaciones por el hecho de que el 
valor encontrado para E, (con = H*?*), con la condición R< ô, resulta pequeño en comparación 
con el siguiente valor propio, que correspondería a una función de onda variable dentro de la es- 


fera y que sería del orden de ?/mR?. 


$48. Estructura del estado mezcla 


Consideremos de nuevo (como en $ 47) una muestra cilíndrica de un supercon- 
ductor de segunda clase en un campo magnético longitudinal $ y busquemos la 
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estructura del estado mezcla del cuerpo en campos que superan ligeramente al campo 
crítico inferior H.,.t 

En este caso existen núcleos de la fase normal en la fase superconductora prin- 
cipal. Para conseguir las condiciones termodinámicas más favorables posibles, de- 
ben poseer (con teiusión superficial negativa) la mayor superficie posible. Por con- 
siguiente, la estructura que es de esperar es aquélla en la que los núcleos de fase n 
son filamentos paralelos al campo. El campo magnético que penetra dentro del 
cuerpo y las corrientes anulares de superconductividad que rodean estos filamentos 
de vórtices se concentran cerca de los filamentos. 

Cuando el campo externo se aproxima a H,,, el número de dichos filamentos 
que hay en el interior del cuerpo disminuye mientras aumenta la distancia entre 
ellos. Cuando esta distancia es suficientemente grande, resulta aplicable el razona- 
miento dado al final de $ 44 a los filamentos de vórtices individuales, según el cual 
el flujo magnético total concentrado cerca de un filamento debe ser un múltiplo 
entero del cuanto de flujo o = zrhc/| e | ; veremos posteriormente que son termodiná- 
micamente favorables los filamentos con el flujo más bajo posible, el propio ġọ. El 
hecho de que $, no sea cero es lo que establece un límite a una fragmentación ulterior 
de los núcleos de la fase n. 

Cuando el campo externo alcanza el valor H,,, creciendo desde valores bajos, 
aparece en el cilindro un filamento de vórtices. Podemos escribir la condición ter- 
modinámica que determina este punto sin investigar de momento la propia estruc- 
tura del filamento, sino utilizando simplemente el hecho de que está asociada a una 
cierta energía positiva; esta energía por unidad de longitud del filamento se deno- 
minará e (y se calculará más adelante). 

Es evidente que, en un cuerpo cilíndrico en el interior de un campo magnético, 
la inducción B también será en todo punto paralela al eje del cilindro. Esto mismo 
es cierto cuando se aplica al campo macroscópico H = B — 4xM definido en $ 46, 
La ecuación rot H =: 0 muestra entonces que H es constante en la sección recta 
del cilindro (y, por tanto, en todo su volumen); debido a la condición de contorno 
de que sea continua la componente tangencial de H, este valor constante debe ser 
igual al campo externo: H =- $. Así pues, hemos de considerar el equilibrio termo- 
dinámico del cuerpo para un volumen, temperatura e intensidad de campo H dados. 
La condición para dicho equilibrio es que sea mínimo (ver EMC, $ 30) el potencial 
termodinámico F respecto a estas variables. Supongamos que sea F, el potencial 
en el caso de un cilindro superconductor; puesto que B = 0 en la fase superconduc- 
tora, ¡F, coincide con la energía libre F,. Entonces el potencial F para un cilindro 
con un filamento de vórtices será 


F =F,+Le— | H.BdV/4x 
= Fs +Le— $ | B W /4n. 


t Los resultados de esta sección y los problemas se deben a A. A. Abrikosov (1957). 
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El término Le es la energía libre del filamento (siendo L la longitud del filamento 
que es igual a la del cilindro) y el término último es la diferencia existente entre el 
potencial £' y la energía libre F. Como la inducción B está enteramente concentrada 
cerca del filamento de vórtices que existe en el cuerpo, tenemos f BdV = Log, siendo 
$o el flujo de la inducción a través de la sección recta del filamento. Así pues, 


E = F, + Le — LooH/4n. (48.1) 


La aparición de filamentos de vórtices resulta termodinámicamente favorable cuando 
es negativa la cantidad añadida a F, Igualándola a cero tenemos así el valor crítico 
del campo externo 


Ha = 4zel ho- (48.2) 


Consideremos a continuación la estructura de un filamento de vórtices aislado. 
Estudiaremos únicamente el caso importante en el que 
(48.3) 


z> l, 


es decir, ô > E. La longitud ë determina el orden de magnitud del radio del «núcleo» 
del filamento en el que | y]? varía desde cero (que corresponde al estado normal 
sobre el eje del filamento) hasta el valor finito que corresponde a la fase s principal; 
a distancias r grandes del eje del filamento, | y |? permanece constante.j La induc- 
ción B(r) varía mucho más lentamente, tendiendo a cero únicamente a distancias 
r~ô > E. Así pues, esencialmente la totalidad del flujo magnético pasa por la 
región exterior al núcleo, en donde | y |? = constante (fig. 9). 

2 


[y] 


Br) 


sx 


A A AMM. 


3 
Fic. 9. 


t En esta sección r designará una coordenada cilíndrica, la distancia al eje. 
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Este último hecho nos permite utilizar las ecuaciones de London (cuya validez, 
recordémoslo, no depende de que la temperatura sea próxima a T,) con objeto de 
hallar la distribución del campo. Para ponerla en la forma apropiada, primeramente 
volvamos a escribir la relación (44.7) entre la densidad de corriente de superconduc- 
tividad y la fase de la función de onda: 


A ô? rot B = ġo 70/2x, (48.4) 


en donde se ha hecho uso de la profundidad de penetración ô y se ha expresado j 
en función de la inducción mediante la relación j = c rot B/47. La aproximación 
de London corresponde a la hipótesis de que ô es constante. Integremos (48.4) 
a lo largo de un contorno cerrado C que rodee el filamento y pase a distancias 
r X de su eje. Transformando la integral de A mediante el teorema de Stokes 
en una integral respecto a una superficie que se apoya en el contorno C se tiene 


fB.dt+ 82d rot B.dl = ġo, (48.5) 
y una transformación semejante de la segunda integral nos da 


f (B+62. rot rot B).df = ġo; (48.6) 


en el segundo miembro hemos escrito el valor más pequeño posible (no nulo), que 
corresponde a un incremento de la fase en sólo 27. Si el contorno C pasa a dis- 
tancias r > ô del filamento, en donde pueden considerarse como cero el campo y las 
corrientes, puede omitirse la segunda integral en (48.5) y vemos que es igual al 
flujo total de la inducción concentrada alrededor del filamento de vórtices aislados. 
El propio eje del filamento es una línea de singularidad, de modo que pasando a su 
alrededor se altera la fase de la función de onda. 

Como la ecuación (48.6) debe ser satisfecha por cualquier contorno C que cum- 
pla las condiciones establecidas, se demuestra que debe cumplirse 


B+0* rot rot B = B-0 AB = ¿0(r), (48.7) 


en donde r es el vector de posición bidimensional en el plano de la sección recta 
del filamento de vórtices. Al escribir el segundo miembro de esta ecuación como una 
función delta se significa que las distancias ~ $ se consideran aquí nulas. En todo 
el espacio, excepto en la línea r = 0, la ecuación (48.7) es la misma que la ecuación 
de London (44.11), pero para describir el filamento de vórtices necesitamos una 
solución con una singularidad en r=0. 

La distribución del campo a distancias r del eje dentro del intervalo ô > r > £ 
puede hallarse directamente de (48.5). Tomemos como contorno C una circunferen- 
cia de radio r comprendido dentro de este intervalo. El flujo de inducción a través 
de este contorno, primer término del primer miembro de (48.5), es únicamente una 


Superconductividad 229 


pequeña parte del flujo magnético total, en la relación ~ (r/0)?; puede despreciarse. 
En el segundo término dl es un elemento de longitud de la circunferencia: puesto 
que el vector B está dirigido a lo largo del eje z (en coordenadas polares cilíndricas 
con el eje en la dirección del filamento) y depende únicamente de r, tenemos 


l.(vxB) = (1xv).B = —0B./0r = —dBldr, 


en donde l es un vector unidad tangente a la circunferencia. Así obtenemos la ecua- 
ción 


l. rot B = — dB/dr = qp/2xxr0?, (48.8) 
de aquí que 
B(r) = do log L E ar À. (48.9) 
2r? “p? 


Debido a la dependencia logarítmica, el límite superior de integración (en el que 
deberíamos tener B x 0) puede hacerse igual al límite superior del intervalo de 
distancias r que estamos considerando. 
Para continuar la distribución que hemos encontrado anteriormente hasta el 
intervalo r 2 ^, utilicemos la ecuación (48.7) que es válida para todo r >> £, Desarro- 
llando el operador laplaciano en coordenadas cilíndricas polares [con B=. BAr5)l, 
podemos volver a escribir la ecuación (para r % 0) en la forma 


B” + B'/r + B/ô? = 0. 


La solución de esta ecuación que disminuye cuando r > œ es 


B(r) = constante x Ko(r/0), 


en donde K, es la función de Macdonald (la función de Hankel con argumento ima- 
ginario). Se determina el coeficiente constante por su «coincidencia» con la solución 
(48.9), utilizando la forma límite conocida Ky(=) = log (2'27) para z < loe = 


= 1,78). Así se tiene finalmente 


B(r) = Le KoAr/0),  r>f. (48.10) 


Mediante la expresión asintótica conocida Ky(=) = (7/22)! %e"* para z > co, pode- 
mos hallar en particular la ley de decrecimiento del campo lejos del eje del filamento: 


E, a (48.11) 
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Debe prestarse atención a la evidente analogía existente entre las propiedades 
de los filamentos de vórtices en los superconductores y las correspondientes en el 
helio líquido ($ 29). En ambos casos existen singularidades lineales, de forma que 
si se pasa a su alrededor se altera la fase de la función de onda del condensado. 
Los trayectos circulares del movimiento superfluido alrededor de los filamentos 
de vórtices en el helio líquido se corresponden con las corrientes circulares en el 
superconductor: en el primero, la velocidad v, del movimiento superfluido disminuye 
como I'r y en el segundo la densidad de corriente de superconductividad 


c co 
E EB S Aa (48.12) 


m?ô?r 


disminuye de la misma manera. Este acuerdo es lógico puesto que en ambos casos 
la relación es una consecuencia directa de la existencia de la singularidad lineal. 
Pero, mientras en el helio líquido esta relación v.(r) se extiende a todas las distan- 
cias. en un superconductor la disminución de j(r) resulta exponencial para r > ò. 
La diferencia se debe al estado cargado del líquido de electrones: el movimiento de 
partículas cargadas crea un campo magnético, que a su vez apantalla el campo: 
si se hace tender a cero la carga e de la partícula, la profundidad de penetración 
ð> c., 

Podemos ahora calcular la energia libre de un filamento de vórtices. La contri- 
bución de la región del espacio exterior al núcleo (r > $) viene dada por las inte- 
grales 


1 


Fs = S7 


2 
Bgy | (rot B} dV (48.13) 


extendidas a esta región. De hecho, al variar esta expresión respecto a B (a una tem- 
peratura dada, es decir, a una 9 dada). obtenemos inmediatamente la ecuación 
de London (48.7) (para r 4 0).+ La segunda integral de (48.13). que diverge loga- 
ritmicamente en ambos extremos del intervalo ò > r > É, es grande en comparación 
con la primera. Sustituyendo aquí | rot B| de (48.8), obtenemos como valor de la 
energía por unidad de longitud del filamento 


e = (dp/410Y log (9/5). (48.14) 


+ El segundo término de (48.13), expresado en función de la corriente j, es 
27c E = | lowi dV, 


en la segunda expresión hemos sustituido también 0? == mcj4aetn y la densidad y la velocidad del com- 
ponente superfluido de acuerdo con j -> enyv, m; ver la nota primera a $ 44. Vemos que este término puede 
considerarse como la energía cinética de los electrones superconductores. 
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Esta expresión tiene una exactitud logarítmica, es decir, se admite no sólo que 
òE > 1 sino también que log (ò$) > i; hasta esta exactitud podemos despreciar 
la contribución a « del núcleo del filamento. 

El resultado (48.14) permite. en particular. la prueba de la afirmación reali- 
zada anteriormente de que la formación de los filamentos de vórtices con el valor 
más bajo del flujo magnético es termodinámicamente favorable. Como la energía 
libre del filamento es proporcional al cuadrado del flujo magnético ligado al fila- 
mento, la energia correspondiente aun filamento con flujo ahy debería contener otro 
factor a? y la ruptura de dicho filamento en z filamentos con flujo 4, conduciría 
a una ganancia a veces mayor de energia. 

Sustituyendo (48.14) en (48.2) se encuentra el campo crítico inferior 


H., =-P2. log (0/8). (48.15) 
410? 5 


Cuando T > T, esta expresión puede escribirse también, mediante (45.19). como + 


Hem e (48.16) 


Cuando aumenta el campo externo, aumenta también el número de filamentos 
de vórtices y, por consiguiente, la penetración del campo magnético en el interior 
del superconductor. Cuando se tiene en cuenta la interacción entre filamentos, el 
equilibrio termodinámico corresponde a una cierta configuración ordenada de los 
filamentos, que forman una red bidimensional en el plano de la sección recta del 
cilindro.S En el caso de una densidad numérica cualquiera de filamentos, el eje 
de cada uno de ellos sigue siendo una línca tal que al pasar a su alrededor se altera 
la fase de la función de onda y en 27. El valor medio (sobre la sección recta del 
cilindro) de la inducción es 


B = voo. (48.17) 


en donde y es el número de filamentos por unidad de área de la sección recta. Efec- 
tivamente, si integramos la relación (48.4) a lo largo del contorno que rodea la 
totalidad de la sección recta de la muestra, obtenemos la ecuación (48.5) con el 
valor Sr, en el segundo miembro (S es el área de la sección recta); en el primer 
miembro, la primera integral es el flujo total SB de la inducción y la segunda repre- 
senta un efecto de borde que es pequeño en comparación con el valor de la primera, 
en la relación ~ ô/R y, por consiguiente, resulta despreciable (R es la dimensión 


1 Como se ha deducido esta fórmula con la hipótesis de que log x >>1 no puede utilizarse cuando 
xi. En particular, para x = 1/2 el campo He, (como el He) debe ser simplemente H.. 

8 La red más favorable parece ser la formada por triángulos equiláteros con filamentos de vórtices 
en sus vertices. 
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lineal de la sección recta); como es natural, aquí resulta importante el hecho de 
que el campo alrededor del filamento se hace prácticamente. cero a distancias ~ ô. 

Mientras las distancias d entre los filamentos permanezcan grandes en compara- 
ción con el radio de correlación $, podemos afirmar que los campos magnéticos de 
los filamentos de vórtices son simplemente aditivos: cuando d > $, todavía pode- 
mos dibujar un contorno que rodee un número cualquiera de filamentos de vórtices 
de tal modo que pase en todos sus puntos suficientemente lejos (a distancias > Š) 
de sus núcleos. Sobre dicho contorno, se satisface la condición para la aproxima- 
ción de London (ò es constante) y podemos, por consiguiente, llegar de nuevo a una 
ecuación que difiere de (48.7) sólo en que se sustituye la función delta del segundo 
miembro por una suma de funciones delta de las distancias a cada filamento; puesto 
que esta ecuación es lineal, resulta demostrada la afirmación realizada. 

Cuando el campo externo se aproxima a H», las distancias entre los filamentos 
de vórtices resulta comparable a £. Esto queda claro también a partir de la expresión 
(47.2) para el campo crítico si éste se escribe, mediante (45.9) y (45.16)-(45.18), en 
la forma 


Ho = Qo/2x16>; (48.18) 


corresponde a un flujo ø, concentrado sobre una área ~ é?. 

La desaparición de la superconductividad cuando ò=: H, tiene lugar como 
una transición de fase de segundo orden. De acuerdo con la teoría general de dichas 
transiciones, podemos afirmar que el parámetro de orden y en función del campo 
externo disminuye hasta anularse de acuerdo con la expresión |y} oc H.- $. Por 
otra parte, la imanación de la sustancia M = (B — H)/47, una magnitud que es 
independiente de la selección de la fase de y, es por sí misma proporcional a pp 
en este margen. Cuando ò = He, debemos tener también B = H», obteniéndose 
así una relación lineal entre la inducción B en un superconductor y el campo externo 
cerca del punto de transición: 


BH. < Ho. (48.19) 


PROBLEMAS 
PROBLEMA Í. Calcular la energía de interacción de dos filamentos de vórtices separados entre 
sí una distancia d > €. 


SOLUCIÓN. Transformemos la expresión (48.13) para la energía libre de un sistema de dos 
filamentos de vórtices a una forma en la que se realicen las integraciones sólo cerca de cada fila- 
mento separado. Para ello, escribamos utilizando la ecuación (48.7), 


B? + 8(rot B}? = 9 — B.rot rot B + (rot By] 
= $ div (B x rot B). 
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La integral de volumen se transforma en 


Fino = (0%/87) f Bx rot B.df, (1) 
TASA 


extendida a las superficies cilindricas f, y f, (de radios pequeños ro: ¿< ra € 0) que rodean los 
núcleos de los filamentos. Cuando d > £, los campos de los filamentos son aditivos, es decir, B 

== B, B,. La energía de interacción de los filamentos viene dada entonces por la parte de la 
integral (1) que depende tanto de B, como de B,: 


Lers = (0*/87) { | B2xrot B,.df,+ f BX rot Ba.df o}; 


las integrales de la forma fB, x rot B, «df, tienden a cero con ro Utilizando (48.8) y (48.10), se 
encuentra ahora 


ô Po Pi 
A Bie a = o K d ô A 
= A To 0% B(d) 8; 252 ol / ) 


En particular, a distancias d > 0, 
a E 3 2 ~- 
jo = REA (6/d e 218, (2) 


PROBLEMA 2. Determinar la dependencia existente entre la inducción magnética media B 
(sobre la sección recta de una muestra cilíndrica) y el campo externo © en el estado mezcla cuando 
los filamentos de vórtices están separados a distancias d > ò entre sí, formando (en la sección 
recta de la muestra) una red de triángulos equiláteros. 


SOLUCIÓN. El área de un triángulo equilátero es 1/3d?/4 (siendo d la longitud de su lado) y el 
número de filamentos es la mitad del número de triángulos de la red (N triángulos tienen 3N vér- 
tices, pero cada vértice pertenece a seis triángulos que se encuentran alli) de aquí que v = 2/1/34. 

El potencial termodinámico f por unidad de volumen del cuerpo en el estado mezcla es 


1 
Pd AAA Y ew 


| i k 


en donde el segundo término corresponde a las expresiones (48.1) con He, tomado de (48.2); en el 
tercer término, +, es la energía de interacción de dos filamentos y la suma se extiende a todos los 
filamentos que pasan a través de una área unidad. Debidoa la disminución exponencial de «,, cuando 
d > 0, es suficiente considerar sólo pares de filamentos vecinos. En la red triangular, cada fila- 
mento tiene seis vecinos más próximos, de modo que 


1 1 
p 3 Eik = 65 2 En == 3v€10 (d). 


Sustituyendo e,» de (2), problema 1, se encuentra 


_ $o 9 Ha, o e° 
Pd np a za]. 
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en donde a = d/0. Se determina la relación de dependencia existente entre a y É mediante la con- 
dición de que sea mínima la función f(a}, lo que nos da 


i 3Po 6. 
$-Ha = eya Ve? 3 (3) 


se omite el término de orden superior al 1/a< 1. Esta ecuación, junto con B = vd, es decir 
= (2d0/V/30*B)"?, 


da la dependencia buscada B($). Cuando $ > He, la derivada dB/d9 tiende a infinito de acuerdo 
con 


dB 1 z 1 


z= = 1 3 _—_—, 
de “ -Ha È -Ha 


§49. Susceptibilidad diamagnética por encima del punto de transición 


Al final de $45 se ha mencionado que en los superconductores es extremada- 
mente extrecho el intervalo de temperaturas T, en el que resultan grandes las fluc- 
tuaciones del parámetro de orden y. Fuera de este intervalo, las correcciones por 
las fluctuaciones que hay que hacer a las magnitudes termodinámicas son en general 
muy pequeñas. Sin embargo, pueden ser importantes cuando se considera la suscep- 
tibilidad magnética de un metal por encima de su punto de transición: la presencia, 
debida a las fluctuaciones, de incluso un número relativamente pequeño de electro- 
nes -superconductores puede originar una contribución a la susceptibilidad que 
supere el valor de la susceptibilidad, normalmente muy pequeña, del metal normal 
lejos del punto de transición.t 

Consideremos un metal en el interior de un campo magnético externo débil 
(9 < H.) a temperatura ligeramente por encima de T,. El valor de equilibrio del 
parámetro de orden es ahora y = 0 y para calcular sus fluctuaciones podemos uti- 
lizar la energía libre calculada por la teoría de Ginzburg-Landau. En la expresión 
(45.10), puesto que las fluctuaciones son pequeñas, sólo necesitamos retener los 
términos cuadráticos en y, omitiendo el término en | y|* y considerando que el 
vector A es el potencial vector del campo uniforme $. Las fluctuaciones de la in- 
ducción B debidas a las fluctuaciones de y son cuadráticas en y (puesto que la den- 
sidad de corriente j es cuadrática). De aquí que en el término B?/87 podemos con- 
siderar que B es el valor medio (termodinámico) de la inducción y despreciar las 
fluctuaciones. Así pues, la variación de la energía libre total del metal en la fluctua- 
ción viene dada por la siguiente funcional de y:+t 


¡2 
AFly] = | t ( -iv a a) Y tati" dv. (49.1) 


j | 

ł Este efecto fue señalado por V. V. Shmidt (1966). 

ł Para evitar equivocaciones debemos mencionar que el campo magnético no es, respecto al super- . 
conductor, el «campo externo» A en el sentido en que se definió en la parte 1, $ 144, El último habría de 
aparecer en la energía libre como un término — h (y + y*), lo cual es ciertamente imposible en el caso 
presente porque dicho término no es invariante respecto a la selección de la fase de Y. 
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Para calcular la contribución de las fluctuaciones a la energía libre AF, debemos 
considerar al funcional (49.1) como el «hamiltoniano efectivo», que determina AF 
mediante la fórmula 


exp (— AFIT) = | exp (— AF[y1/T) Dy. (49.2) 


en donde la integral (de la funcional) se extiende a todas las distribuciones y(r); 
ver Parte 1, $147. En la práctica, la integración se lleva a cabo desarrollando y en 
serie de un conjunto completo de funciones propias e integrando sobre el infinito 
número de coeficientes de este desarrollo. En el caso de un sistema homogéneo 
(sin campo externo), el desarrollo se hace simplemente respecto a ondas planas 
(ver por ejemplo, el cálculo de la corrección debida a las fluctuaciones para el calor 
específico en Parte 1, $ 147, problema). 

En el caso presente, el desarrollo ha de hacerse respecto a las funciones propias 
de la «ecuación de Schródinger» 


2 

= (-ñv-Za) y = Ev, (49.3) 
correspondiente al hamiltoniano (49.1). Ya se mencionó en $ 47 que esta ecuación 
es formalmente idéntica a la ecuación de Schródinger que se tiene para el movimiento 
de una partícula (con masa 2m y carga 2e) en un campo magnético uniforme. Sus 
funciones propias están señaladas con un número cuántico discreto (n) y otros dos 
continuos (p+, p,), cuyos valores propios dependen únicamente de n y de p, (el eje 
z tiene la dirección de $%) y vienen dados por 


E(n+ 3, pa) = (n+ 3) | e] i/mc+ pz/4m; (49.4) 


el número de funciones propias diferentes para un n dado en el que p, está en el 
intervalo dp, y se tiene cualquier valor de p, posible 


[V. 2l e| H/(27ħ)} c] dp. 


(ver MC, $ 112). 
Por brevedad, designaremos el conjunto de números n, p,, p, por un solo sím- 
bolo q y escribiremos el desarrollo de la función y(r) como 


y = Y cV), (49.5) 
q 
en donde c, = c, + ic¿ son coeficientes complejos arbitrarios y se supone que las 
funciones propias están normalizadas por la condición f| y,|?dV = 1 (con la in- 
tegración extendida a todo el volumen del metal). 
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La sustitución del desarrollo (49.5) en (49.1) nos permite, en primer lugar, pasar 
de la integración respecto al volumen a la suma respecto a q: integrando por partes 
el primer término, podemos llevar (49.1) a la forma 


sA j 2e \? x 
AF[p] = | fy am (70-74) PHY ap} av. 


Sustituyendo (49.5) aquí y observando que cada una de las funciones y, satisface 
a la ecuación (49.3) con E = E, y que las funciones con q diferentes son ortonor- 
males, se tiene 


AFIY] = YleslXE, +0) (49.6) 
La integración funcional en (49.2) designa la integración respecto a todo desdc;. 


Después de la sustitución de (49.6), se separan las integraciones respecto a todas 
estas variables, dando 


T 
exp ( — AFIT) = [ll =— 
p( ) Igara 
o sea 
aT 
ABST O8 Epa (49.7) 


En función de los números cuánticos n y p,, esta expresión se transforma en 


T 
ap=-—y21el79 y Jr e 08 (49.8) 
(27h)? c E(Ppz, n+ 1)+a 


Esta suma diverge para valores grandes de E, pero de hecho la divergencia es 
espúrea y debida únicamente al hecho de que la fórmula original (49.1) es sólo apli- 
cable en el caso de funciones de variación lenta y(r): debe ser pequeña la variación 
de y en distancias ~ ¿y. En función de los valores propios E,, esto significa que 
únicamente son permisibles los valores E, < h?/mé. Cortando la suma respecto a n 
en un determinado valor N grande que satisface la condición establecida, utilice- 
mos la fórmula de Poisson 


n=0 


N N 
Esat) = | I(0) dx LS" dl 
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ver Parte 1 (59.10). Cuando se aplica a (49.8), se ve fácilmente que el término inte- 
gral de una contribución a la energía libre que es independiente de $; este término 
no se necesita al calcular la susceptibilidad magnética y lo omitiremos. Enel segundo 
término, podemos ahora hacer N > œ, de modo que el parámetro de corte no 
aparezca en el resultado :j 


oo 


eT.£? dp; 
Ad 487?ħhmc? f a+ p?/4m ` 


— 00 


Finalmente, el cálculo de la integral nos da 


eT 
= See- A 49.9 
ALE 24rħc?4/ (ma) (2a 
De aquí que la suceptibilidad magnética sea 
1 AF eT. 
RAN 092 — Mhe(m ATTA? (3210) 


(H. Schmidt 1968, A. Schmid 1969). Vemos que la susceptibilidad aumenta propor- 
cionalmente a (T — T,)"1/? cerca del punto de transición. En este intervalo (49,10) 
es la contribución principal a la susceptibilidad magnética de un metal normal. 


PROBLEMAS 


PROBLEMA 1. Determinar el momento magnético de una película delgada [espesor d < £(T)] 
en un campo magnético débil perpendicular a su plano a temperaturas T > T¿ con T— T; & To. 
SOLUCIÓN. El espesor finito de la película hace que sea discreto el número cuántico p, en (49.4); 
en el caso de una película delgada, únicamente debemos tomar en (49.7) el valor Pz = 0; incluso 
el primer valor no nulo pz ~ h/d, de modo que E ~ h?[md? > R?/mé? — a. El número de funciones 
propias son n y pz dados (y cualquier posible Pz) es 2 | e 19S/2xKc, siendo S el área de la película ; 


de aquí que la suma sobre q en (49.7) ha de tomarse como (9S/xfñic). Aplicando la fórmula de Pois- 
son a la suma, se tiene 


eT.9? 
TES Aa 


El momento magnético de la película es 


ES E TH 
M= -DAFIOD=-=S ayi T) 


t Hemos puesto en el coeficiente T. ~ Te. Cuando T es próximo a Te, los valores importantes de esta 
integral son pz ~ Vma ~ h/E(T) ~ h/£,, es decir, satisfacen los requisitos establecidos. 
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Debe señalarse que el momento, cuando T > T., aumenta más rápidamente que en el caso de un 
metal infinito. 

PROBLEMA 2. Repetir el problema 1, aplicado al caso de una esfera de radio R< ¿(T) (V. V. 
Shmidt 1966). 

SOLUCIÓN. En este caso, entre todos los valores propios de la ecuación (49.3) sólo tiene im- 
portancia el más pequeño, que corresponde a la función propia p = constante e igual a E, = 
= e” R*9?/10me”; ver la discusión del problema en $ 47. La suma (49.7) se reduce a un solo término 
y el momento magnético es 


T, DE, eT, RO 
a ð  S5mëa(T-T) ` 


§ 50. Efecto Josephson 


Consideremos dos superconductores separados por una capa delgada de un 
material aislante. Para los electrones, esta capa es una barrera de potencial y, si 
es suficientemente delgada, existe una probabilidad finita de que puedan penetrar 
en ella por efecto túnel cuántico. Aunque el coeficiente de transmisión de la barrera 
sea pequeño, su diferencia de cero es de importancia fundamental: los dos super- 
conductores se comportan como un solo sistema descrito mediante una función 
de onda de condensado aislada. Esto conduce al efecto previsto en primer lugar 
por B. D. Josephson (1962). 

Debido a que sólo existe una función de onda del condensado del sistema, una 
corriente de superconductividad puede circular a través del contacto entre los dos 
superconductores, aunque no se aplique ninguna diferencia de potencial externa. 
Del mismo modo que la densidad de corriente dentro de los superconductores está 
determinada por el gradiente de la fase D de la función de onda del condensado, 
así depende la densidad j de la corriente de superconductividad a través del con- 
tacto de la diferencia de los valores de la fase DP, y Ø, en ambos lados del contacto.t 
Puesto que los valores de la diferencia P, — D, que difieran en un múltiplo entero 
de 27% son idénticos físicamente, es evidente que la función 


j=j(O2), Dn = Dz 0,, k (50.1) 


debe ser periódica, con periodo 2%. La operación en la que se invierte el tiempo 
cambia el signo de la corriente j y también el de la fase D,,, puesto que las funciones 
de onda se sustituyen por sus complejas conjugadas. Esto significa que la función 
(50.1) debe ser impar y es nula cuando D,, = 0. Como es natural, ¡(P,,) tiene valo- 


$ Con objeto de que la corriente de superconductividad a través del contacto tenga un valor aprecia- 
ble, el espesor de la capa aislante debe de hecho ser muy pequeño, — 1077 cm. Dichas distancias son 
pequeñas incluso en comparación con el más pequeño de los parámetros característicos de longitud, la 
longitud de coherencia £. En este sentido ha de considerarse la capa como de espesor infinitesimal y el 
comportamiento de la fase dentro de ella no aparece en absoluto en la teoría. 
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res máximos y mínimos entre los que varía con la diferencia de fase; puesto que la 
función es impar, estos valores son iguales en valor absoluto y se designarán por 
E Jm: 

La forma (50.1) presupone que la corriente no se ve afectada por el campo mag- 
nético de las corrientes dentro del contacto. En caso contrario, la diferencia Py 
habría de sustituirse por la expresión invariante frente a una transformación «gauge» 


2 


E E A, dx. 
hc 


1 


Como el espesor de la capa aislante es muy pequeño, se satisface fácilmente la con- 
dición para que la integral de la función continua A,(x) sea despreciable y los pro- 
pios valores de A, a cada lado del contacto pueden considerarse como iguales. 


La forma de la función ¡(P,,) a todas las temperaturas puede establecerse úni- 
camente mediante la teoría microscópica. Daremos ahora sólo un estudio fenomeno- 
lógico dentro del margen de aplicabilidad de la teoría de Ginzburg-Landau. 

Si el contacto fuese totalmente impenetrable a los electrones, las funciones de 
onda y en cada superconductor deberían satisfacer en el límite del contacto las con- 
diciones (45.15): 


La permeabilidad finita de la barrera y el valor finito de y en los límites del contacto 
conducen a expresiones no nulas en los segundos miembros de estas condiciones, 
que dependen de los valores de y en cada lado del contacto. Como y es pequeño 
(cerca del punto de transición T,), necesitamos únicamente considerar los términos 
lineales en y en estas funciones, escribiendo 


Op, 2ie Y, Op 2ie Y 
Er pe A 7 —— — ÁxP2 == a (50.2) 


en donde el coeficiente 1/2 es proporcional a la permeabilidad de la barrera. Las 
ecuaciones (50.2) deben satisfacer los requisitos de simetría respecto a la inversión 
temporal, permaneciendo válidas bajo la transformación y > y*, A > — A y de 
aquí se deduce que la constante 4 es real; entonces, bajo la transformación men- 
a las ecuaciones (50.2) se transforman simplemente en sus complejas con- 
jugadas. 
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La relación existente entre la corriente de superconductividad a través del con- 
tacto y la diferencia entre las fases de y puede determinarse mediante la aplicación 
de la fórmula (45.14) a cada lado del contacto, por ejemplo, al lado 1: 


. * õp: Opi 2e? * 
Ia [Vr a) a iv 


Sustituyendo 0%p,/0x a partir de la condición de contorno (50.2), se tiene 


E EE 
I= Smi Pi Y2 YiVa) 


En el caso de contactos del mismo metal, y, y y, difieren únicamente en la fase y 
entonces tenemos para la densidad de corriente 


J = jm sen Ba, jm = (eh/má) | y |?. (50.3) 


Cuando se aproxima el punto de transición, | y |? tiende a cero proporcionalmente 
a T, — T y, por tanto, lo mismo le ocurre a la densidad de corriente máxima a.tra- 
vés del contacto.t 

A continuación, supongamos que se aplica al contacto túnel una diferencia de 
potencial procedente de una fuente externa, de modo que en el contacto existe un 
campo eléctrico E. Describiremos este campo mediante un potencial escalar, que 
denominaremos V: E = — VV. La influencia de este campo sobre la corriente de 
superconductividad puede aclararse mediante los requisitos que impone la inva- 
riancia «gauge». 

En ausencia del campo (V = 0), la fase de la función de onda es independiente 
del tiempo: 90/0t = 0. Para generalizar esta ecuación al caso en que esté pre- 
sente el campo eléctrico, observemos que la relación general debe ser invariante 
bajo la transformación «gauge» 


1 Əxi) 
TE AE 
V e (50.4) 


del potencial escalar, que no influye sobre el potencial vector (que se supone inde- 
pendiente del tiempo). Igual que en la deducción de la transformación (44.3), (44.6), 


t La teoría microscópica basada en el modelo CBS muestra que es válida a todas las temperaturas 
una relación del tipo (50.3) entre j y D,,. La misma teoría da una relación entre jm y la resistencia eléctrica 
del contacto entre dos metales en el estado normal. Esta teoría ha sido descrita por I. O. Kulik e I. K. Yan- 
son, The Josephson Effect in Superconductive Tunneling Structures, Israel Program for Scientific Transla- 
tion, Jerusalem 1972. 

1 Se elimina el factor temporal exp (— 2iu/f) de la función de onda debido a que el hamiltoniano 


del sistema A se sustituye por Á' = A — uÑ; cf. la sexta nota a § 31. 
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resulta que junto con V, la fase de la función de onda debe transformarse mediante 

D — D+ (2e/hc) y(t). (50.5) 
De aquí resulta claro que la relación 


0D E 2e 

ðt + 

es invariante bajo este tipo de transformación; resulta ser 9D/09t = 0 cuando V = 0. 
Cuando el campo eléctrico es independiente del tiempo, la integración de (50.6) da 


V=0 (50.6) 


$ = DO —(2elh) Vt, 


en donde D(% es independiente del tiempo. De aquí que, si se aplica al contacto 
una diferencia de potencial eléctrico Va, constante, la diferencia de fases será 


D, = DO —(2e/h) Vat. 


Sustituyendo esta expresión en (50.3), se halla la corriente de superconductividad 
que atraviesa el contacto: 


j = Jm sen (DO — Qe/f) Vot). (50.7) 


Así llegamos a un resultado notable: la aplicación de una diferencia de potencial 
constante al contacto túnel origina la aparición de una corriente alterna supercon- 
ductora con frecuencia 


w; = 2 | eV, i/A. (50.8) 


La potencia consumida en el contacto es jV}; su valor medio (temporal) es 
cero, es decir no existe consumo sistemático de energía de la fuente externa; así 
debe suceder en el caso de una corriente de superconductividad, en la que no se 
produce ninguna disipación de energía. Sin embargo, conviene resaltar que cuando 
existe una f.e.m. externa también habrá una corriente normal (débil cuando Va 
es pequeña) a través del contacto, la cual irá acompañada de disipación. 

La conclusión de que la corriente de superconductividad a través del contacto 
varía periódicamente con la frecuencia (50.8) resulta realmente de la dependencia 
periódica de j con 0,, y de la dependencia lineal de $,, respecto al tiempo; no des- 
cansa sobre ninguna hipótesis acerca del valor de la diferencia de potencial, la fór- 
mula específica (50.7) es válida únicamente si es pequeña la frecuencia w;en compa- 
ración con la frecuencia A/A que caracteriza la superconductividad: 


ħoj =2]eV | < A(T). (50.9) 
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PROBLEMA 


Escribir la ecuación que nos da la corriente que circula en un circuito formado por una resis- 
tencia R conectada en serie con un superconductor que tenga un contacto tipo túnel, cuando ac- 
túa en el mismo una f.e.m. Vo. 


SOLUCIÓN. La caída de potencial total en el circuito es V, = RJ + Va, siendo J la corriente 
en el circuito y Va, la diferencia de potencial en el contacto.j Sustituyendo J = Jm sen D,, y el 
valor de V, tomado de (50.6) se tiene 


h 0D. 
2lej ât 


= VW, — RJ, Sen Øz. 


La corriente variable que describe esta ecuación no es sinusoidal. 


$ 51. Relación entre la corriente y el campo magnético en un superconductor 


En $ 44 se han deducido fórmulas que nos dan la relación existente entre la co- 
rriente y el campo magnético dentro de un superconductor en el caso límite (Lon- 
don) en que todas las magnitudes varían lentamente a través del cuerpo; se supuso 
que el campo era mucho menor que el valor crítico. Consideremos ahora este pro- 
blema en el caso general en que el campo estático, aunque se suponga todavía dé- 
bil, varía en el espacio de cualquier modo. La frase «varíe de cualquier modo» 
significa aquí que el campo puede variar considerablemente en distancias ~ É, 
(pero, como es natural, aún variará sólo ligeramente en distancias del orden de la 
constante de la red; por consiguiente, carece de importancia la inhomogeneidad 
del metal en distancias atómicas). 

En el caso general, la relación existente entre la corriente y el campo magnético 
en un medio espacialmente infinito viene dada por una forma integral del tipo 


JCE) = — f Oulr—r) Akr’) dex”, (51.1) 


en donde el kernel Q, depende únicamente de las propiedades del propio medio.ł 
La linealidad de (51.1) corresponde a la hipótesis de que el campo es débil. 

La densidad de corriente puede considerarse como la derivada variacional de 
la energía del sistema respecto al potencial vector: la variación del hamiltoniano del 
sistema cuando se hace variar a A es 


ôH = —(1/c) f ;.ðA d3x; 


tł Despreciamos la corriente normal en el superc `nductor, que es pequeña si V} es pequeño. 
ji El problema de un medio infinito tiene aquí sól un significado formal. Su importancia real radica 
en la aplicación subsiguiente de los resultados al p blema de un medio finito (8 $2). 
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ver MC (115.1). De aquí que el kernel O,, en (51.1) sea la segunda derivada varia- 
cional y teniendo en cuenta la simetría en el orden de la doble derivación [respecto 
a A,(r) y a A,(r')] se llega al resultado de que 


Qilt — r’) = Oz (r' —r). (51.2) 


Desarrollando A(r) y j(r) en integrales de Fourier, podemos escribir la relación 
(51.1) para los componentes de Fourier como 


ji(k) = — Qir(k) Az(k), (51.3) 

en donde, según (51.2), O,¿(k) = Qa(— K). 
A partir de los requisitos de la invariancia frente a la transformación «gauge» 
se siguen algunas propiedades importantes de la función O,,(k). La corriente j debe 


resultar inalterada mediante dicha transformación A(r) > A(r) + yy(r) o sea, en 
componentes de Fourier 


A(k) > A(k) +1kx(k). 
Esto significa que el tensor Q,,(k) debe ser ortogonal al vector de ondas: 
Oukk) kk = 0. (51.4) 


En particular, en un cristal con simetría cúbica, la dependencia tensorial de Q, 
se reduce a términos de la forma 0,, y k;k, de (51.4) se deduce entonces que 


Qik = (òx = ) Q(k), '(51.5) 


en donde Q(k) es una función escalar. 

Escojamos a continuación un potencial «gauge» tal que div A(r) == 0. Esto 
implica que los componentes de Fourier k: A(k) = 0. De aquí que la relación (51.3) 
existente entre la corriente y el potencial se reduce a 


i(k) = — Q(k) A(k), (31.6) 


es decir está determinada únicamente por la función escalar O(k). 
El caso de London corresponde al límite de O(k) cuando k —> 0. Este resultado 


se encuentra fácilmente tomando el rotacional de ambos miembros de la ecua- 
ción (44.8), 


rot j =-— (e?n,/mc) rot A, 
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y utilizando el hecho de que div A = 0. Como la ecuación de continuidad de divj = 
= 0, tenemos 


Aj = —(@en:/mc) LA. 


En un espacio infinito con las funciones j(r) y A(r) finitas en todos sus puntos, 
se deduce entonces que 


ji) = —(e2n,/mc) A(r), (51.7) 


es decir, el valor de la corriente en todo punto está determinado únicamente por el 
valor del potencial en dicho punto. Entre los componentes de Fourier j(k) y A(k) 
es válida una ecuación semejante y la comparación con (51.6) nos demuestra que 
O(k) es independiente de k:t 


O(k) = e?n,/mc (= c/47r07 cuando k > 0). (51.8) 


El resto de esta sección se ocupará del cálculo de O(k) para el modelo BCS, 
que supone como ya se ha mencionado, la existencia de un gas de Fermi degene- 
rado isótropo con atracción débil entre las partículas (electrones). También se 
supone que estas partículas interaccionan con el campo magnético a través de su 
carga e. 

En $ 42 hemos dado las ecuaciones (42.5) para las funciones de Green de la 
temperatura de un gas de Fermi en ausencia de un campo externo. Se consigue la 
introducción del campo magnético reemplazando el operador y por y — ieA/c en 
el hamiltoniano H® (7.7).+ Por consiguiente, se produce un cambio semejante en 
la ecuación (7.8) para Y y en correspondencia hay que hacer el cambio y > y + 
+ ieAfc en la ecuación análoga para Pr, es evidente que lo mismo debe aplicarse 
a las ecuaciones correspondientes a YM y PY. El término de spin (—«:H) que 
corresponde a la interacción directa del momento magnético del electrón con el 
campo es pequeño y puede despreciarse en el hamiltoniano y en las ecuaciones. 
Cuando el operador y actúa sobre las funciones (t, r; t’, r) y F '(t,r;T', Y”), se 
derivan los operadores ÚM(r,r) y DM, r) respectivamente. De aquí que, en las 
ecuaciones (42.5), se introduzca el campo magnético mediante las mismas sustitu- 
ciones y > Y + ieAlc. 

La presencia del campo magnético hace que el sistema deje de ser homogéneo 
en el espacio y la dependencia que existe ahora entre las funciones de Green y sus 
argumentos r y r’ deja de ser ya simplemente una dependencia con r — r’; pero las 
funciones todavía dependen de t y t’ únicamente a través de la diferencia t — T’. 


+ En esta sección y en las siguientes, la profundidad de penetración de London se designará me- 
diante OL. 
+ Pondremos h = 1 en el resto de esta sección (en las ecuaciones (51.9)-(51.19)). 
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Escribiremos así inmediatamente las ecuaciones correspondientes a los componen- 
tes de Fourier respecto a t — T’: 


fz, + Ñ FA] +l Est) +2 Fr, r’) = e(r), 
l ada. (51.9) 


En el caso de campo débil, que es el único caso que consideraremos aquí, estas 
ecuaciones pueden linealizarse; pongamos 


G = 30460, F= FO F0, (51.10) 


en donde los primeros términos son los valores de las funciones en ausencia de 
campo y los segundos términos son pequeñas correcciones lineales en el campo, y 
retengamos en las ecuaciones únicamente los términos de primer orden de magnitud 
en Á. 

Ahora deberemos recordar que la presencia del campo hace variar también la 
función de onda del condensado Æ, que en este caso no se reduce a una constante. 
Sin embargo, esta complicación no aparece con nuestra selección del potencial 
vector de la transformación «gauge», en la que 


div A = 0. (51.11) 


Esto se debe a que la corrección de primer orden (al valor constante Z (0) de la fun- 

ción escalar Z(r) únicamente puede ser proporcional a div A y es cero con la con- 

dición (51.11). De aquí que, con la exactitud necesaria, podemos escribir gZ = gz% = 

= A en las ecuaciones linealizadas, en donde A, que es el intervalo vacío de energia 

del espectro de energía del gas en ausencia del campo, es una magnitud real. 
Las ecuaciones linealizadas (51.9) se reducen entonces a 


A 


(Eta te) CU AF) 

= (ie/mc) Afr). V GOC, ; r—r), (51.12) 
f - So A T , l 
(E E n) FOr r) -AGOE r,r’) 


= —(ielmc) Ar). y FOC, ; r-r’). 
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como estas ecuaciones son lineales en A, es suficiente resolverlas para un compo- 
nente de Fourier del campo, es decir 


A(r) = A(k) el, k.A(k) = 0. (51.13) 
Con este valor de A(r), puede separarse inmediatamente la dependencia existente 


entre GO y (F? con r + r’ poniendo 


Meer aterra 
Gus; r, r) = (Es; r—r)e > | (51.14) 


FLE; r, r) = f(s; rr’) ek +, 


Por ejemplo, la primera ecuación (51.12) se convierte entonces en 


2 
= (ie[mc) A(k).e 6-727 EO(C; r—r'), 


|ë + (v+31x) + ES rr )+4f(s; r-r’) 


y análogamente para la segunda ecuación. Hagamos a continuación una transforma- 
ción de Fourier de las funciones g y f respecto a r — r'. Finalmente llegaremos al 
siguiente par de ecuaciones algebraicas: 


e, >, (+31) + n| gE P)+Af Cs P) 


= (emp AW GO (5, 9-3 k), 


1 


i i (51.15) 
| 8,2, (P+3k) +u|1Cop-A8Cp) 


= (ejmc)p.A(k) FO (Es p-3k) 


Después de algunos cálculos sencillos utilizando (42.7) y (42.8) para G0 y (FO, 
resulta ser la solución de estas ecuaciones 


(is +9,) (6,+9)+4* 


A rr A CMO 


en donde e, = e(p + 4k), n, = n(p + ¿k); en lo que sigue no se necesitará la 
función f(¿, p). 
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Calculemos ahora la corriente. Para ello, partiremos de la expresión que nos 
da el operador densidad de corriente en la representación de la segunda cuantiza- 
ción :f 


AO IA 


Para pasar a la representación de Matsubara de este operador, han de sustituirse 
los operadores de Heisenberg Y, Ê+ por los operadores de Matsubara YM, M, 
Utilizando la definición de la función de Green (37.2) vemos que la densidad de 
corriente (el elemento de matriz diagonal del operador j,promediado respecto a la 
distribución de Gibbs) puede escribirse en la forma 


įr) = 2 a (7-7) El, r; 7, leer, r=.+0—(e2/mc) A(r)n, (51.17) 


siendo n la densidad del número de partículas; el factor 2 viene de g = 24. 

Cuando sustituyamos G = 30 + g en (51.17), desaparece el término en 
g0: en el caso de un sistema homogéneo isótropo, G(r — r’) es par y su derivada 
es cero para r — r' = 0. Realizando un desarrollo de Fourier respecto a t — T’, 
obtenemos 


¡0=2T Y -EEr r) Al), 


S= —o0o 


y al sustituir A(r) y 91 de (51.13) y (51.14), 


ne? 


m A(k). 


w= PA 


S= — oo 


Cuando se sustituye aquí g(¢,, r) a partir de (51.16) es conveniente utilizar al 
mismo tiempo el hecho de que los vectores j(k) y A(k) son transversales y prome- 
diar respecto a las direcciones de p, en un plano perpendicular a k, utilizando la 
fórmula 


Pipik = 3 p? sen O(ôir— kikx/k2), 


t Ver MC, §115. Se ha omitido aquí el término que da la contribución a la corriente procedente 
del spin de la particula. En el caso de un sistema no ferromagnético, en el que la función de Green 
Gap = Fap, este término se anula al promediar. 
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en donde 0 es el ángulo existente entre k y p. Obtenemos así la siguiente expresión 
para la función O(k) que determina la relación entre ¡(k) y A(k): 


er (stni) (6, +93+44% d'p ne 
A a ao t me’ 


$=-—00 


1 (51.18) 
i = nite, n= r (+31) = 

Las integrales y sumas que hemos escrito aquí son formalmente divergentes. 
Aunque estas divergencias sean realmente espúreas, el cálculo debe hacerse con 
cuidado: hasta que se elimine la divergencia, el resultado puede depender del orden 
de integración y suma. 

Puede evitarse esta dificultad haciendo uso del hecho evidente de que O = 0 
cuando A = 0: en un metal normal no existe corriente de superconductividad. Por 
consiguiente, no se altera el resultado si se resta de (51.18) la misma expresión 
con A=0: 


Cis +n) (€, +9J+4 
(E+ e) (242) 
E: dp 


Esta expresión resulta satisfactoriamente convergente y la integración y la suma 
pueden realizarse en un orden cualquiera. 

En primer lugar, observemos que los valores de k de interés son pequeños en 
el sentido que k < pr; esta desigualdad expresa simplemente el hecho de que las 
distancias características en las que varían el campo y la corriente en un supercon- 
ductor son grandes en comparación con las distancias entre las partículas, es decir, 
en comparación con ~ 1/pp. 

En (51.19) integremos primeramente respecto a p. La integral procede principal- 
mente de un margen estrecho de valores de los impulsos cerca de la superficie de 
Fermi, | p — p»| ~k. En este margen, 


2sen? Q 
nic P of 


S= — oo 


(51.19) 


Ni ~ NF vrk cos 0 ~ vr (p—pp)+1 vrk cos 0; 


el factor p? del integrando puede sustituirse por p2 y la integración respecto a dp 

por la integración respecto a 2x:mpydyd cos 0. La integral respecto a dn del ds 
término dentro de las llaves en (51.19) es entonces nula: el contorno de integración 
puede cerrarse por una semicircunferencia en el plano complejo y y la integral se 
anula debido a que ambos polos del integrando están en el mismo semiplano (su- 
perior o inferior, dependiendo del signo de £,). La integración respecto a dy en el 
primer término de (51.19) es elemental y esto nos deja únicamente la integral respecto 
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a x = cos 0. Despejando la densidad n de la ecuación pł} = 3712n, tenemos como 
resultado final (en unidades ordinarias) 


Q(k) = 


3nTne? 4X1 — x?) dx 
4mc 2 | L+H G horka] (E4 2 > L (51.20) 


EE L (Os+D)AT 


(J. Bardeen, L. N. Cooper y J. R. Schrieffer 1957).j 

En el límite de valores pequeños de k (k£, < 1, en donde £, ~ hvy/A, ~ hvg]T. 
es la longitud de coherencia) puede demostrarse que (51.20) se reduce a la expresión 
de London (51.8), que es independiente de k, pero no realizaremos aquí su demos- 
tración. 

En el límite opuesto, cuando ké, > 1, el intervalo de valores que tiene impor- 
tancia en la integral (51.20) es x S T./hkv, < 1. Por consiguiente, podemos des- 
preciar x? en comparación con la unidad en el numerador del integrando y luego 
(debido a la rápida convergencia) extender la integración desde — oo hasta oo, 
El resultado es 


3PNFT = A? 
Q(k) = 2mchork | > 244? ' 
Llevando a cabo la suma mediante (42.10), podemos escribir esta expresión como+ 


O(k) = cp/4nk, 


4ane 3a? A A (51.21) 
pel A tgh ==, k l. 
o e 


Cuando T < T, tenemos n, % n, A % Ao y Ê ~1/ôičoọ Cuando T, — T < Te el 

intervalo vacío A es pequeño, de modo que tgh (A/2T) % A/2T,; utilizando las 

fórmulas (40.4) y (40.5), se encuentra de nuevo f ~ 1/02£,. Así pues, a todas las 
temperaturas desde O hasta 7., 


B ~ 1/820. (51.22) 


Por tanto, la función Q(k) permanece aproximadamente constante en el inter- 
valo k S 1/£, (y tiene un desarrollo regular en potencias de k? cerca de k = 0); fuera 
de este intervalo O(k) disminuye como 1/k cuando k > 1/£,. Este comportamiento 
de Q(k) corresponde a una función coordenada Q(r) que disminuye lentamente 
(como 1/r?) en el intervalo r S £, y rápidamente (exponencialmente) fuera del mismo. 
Así pues, la correlación entre el campo y la corriente se extiende siempre a distancias 


La deducción que damos aquí, utilizando las funciones de Green de la temperatura, se debe a 
A. A. Abrikosov y L. P. Gor'kov (1958). 

FA. B. Pippard sugirió una fórmula de este tipo (1953) mediante razonamientos cualitativos, antes 
de que existiese la teoría microscópica de la superconductividad. 
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~ p Debe resaltarse que esta afirmación es válida a todas las temperaturas desde 
cero hasta T,. Así hemos justificado el punto señalado en $ 44 de que £, es univer- 
sal como parámetro de longitud característico de la superconductividad. 


$52. Profundidad de penetración de un campo magnético dentro de un superconductor 


Apliquemos el resultado de $ 51 al problema de la penetración de un campo 
magnético externo en un superconductor, que ya ha sido analizado en $ 44 en la 
aproximación de London. 

Supongamos que el superconductor tiene una superficie límite plana y que se 
encuentra en el semiespacio x > 0; supongamos también que el campo externo $ 
(y, por tanto, la inducción B dentro del superconductor) está dirigido a lo largo de 
un eje z que es paralelo a la superficie. Entonces todas las magnitudes dependen 
únicamente de las coordenadas x y la corriente j y el potencial vector A (en la trans- 
formación con div A = 0) están dirigidas a lo largo del eje y. La ecuación de Max- 
well rot B = — AA = 4xrj/c se reduce a 


A” (x) = — 4rjla)/c, x 0, (52.1) 


en donde las primas indican derivación respecto a x. 

Sin embargo, las condiciones límites o de contorno de esta ecuación dependen 
de las propiedades físicas de la superficie metálica por lo que se refiere a los elec- 
trones que inciden sobre ella. El caso más sencillo es el de la reflexión especular 
de los electrones en la superficie. Es evidente que con esta ley de reflexión el pro- 
blema del semiespacio es equivalente al de un medio infinito en el que el campo 
A(x) está distribuido simétricamente a cada lado del plano x = 0: A(x) = A(— x). 
La derivada A'(x), función impar de x, es discontinua en x = 0, cambiando de signo 
cuando x pasa por cero. Así pues, la condición B = A' = $ en la superficie del 
semiespacio corresponde en el problema del medio infinito a la condición 


A (+0) A (0) = 2%. (52.2) 
Multipliquemos (52.1) por e-*** e integramos respecto a x desde — œ hasta 
co. En el primer miembro escribamos 


| 4 ei dx = | (41 eTix) dx+ f (473) dx+ ik f AleTikx dx. 
EA ¿ EM 


Las dos primeras integrales juntas dan — 2% y en la tercera integral podemos sim- 
plemente integrar por partes, puesto que la propia A(x) es continua en x=0. El 
resultado es 


29+K2A(k) = Arde, 
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en donde A(k) y j(k) son los componentes de Fourier de las funciones A(x) y jœ) 
definidas en todo el espacio. Están relacionadas entre sí por j(k) = — Q(k) A(k), 
en donde Q(k) viene dado por la fórmula deducida en § 51. Así pues, tenemos para 
los componentes de Fourier del campo 


29 


Se define la profundidad de penetración ô comot 


-5| ZE (52.4) 


e 


-5 


Expresando A(x = 0) en función de los componentes de Fourier A(k) y sustituyendo 
estos últimos de (52.3), tenemos 


oo oo 


1 1 dk 
oa EG S | FARO CR e (52.5) 


— 00 —o0o 


El intervalo de valores de k que tiene importancia en esta integral es aquel en 
el cual k? — 410 /c. En el caso de London (cuando ô; > £,) estos valores son pe- 
queños en el sentido de que k£, < 1. Aquí O(k) viene dado por la expresión (51.8) 
que es independiente de k y la integración en (52.5) conduce como es natural, el 
valor ô = Ó,. 

En el caso opuesto (Pippard), en el que 0, < ¿,, los valores importantes en la 
integral son k > 1/£,. Aquí O(k) viene dado por (51.21) y la integral (52.5) da 


0 = dp = 4/BNBU3. (52.6) 
Utilizando (51.22), se halla así para la profundidad de penetración de Pippard 
Ôp ~ (9jE0)H3, (52.7) 


Estos cálculos se han relacionado con el caso de reflexión especular de los elec- 
trones en la superficie del metal. Sin embargo, en el caso de London la profundidad 
de penetración es independiente de la ley de reflexión, como resulta claro a partir 
de la deducción del valor de d, en $ 44; carece de significado el detalle de la estruc- 
tura de la superficie. 

No obstante, también en el caso de Pippard es de hecho muy ligera la dependen- 
cia de la profundidad de penetración sobre la ley de reflexión. Por ejemplo en el 
caso opuesto a la reflexión especular, es decir la reflexión difusa, cuando las velo- 


f Cuando el campo disminuye exponencialmente, esta definición concuerda con (44.13). 
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cidades de los electrones reflejados tienen direcciones que están distribuidas isó- 
tropamente respecto a cualquier dirección de incidencia, el valor de ô, es únicamente 
mayor en un factor de 9/8 respecto al caso de la reflexión especular. 


$53. Aleaciones superconductoras 


La presencia de impurezas tiene una influencia mucho mayor sobre las propie- 
dades de los semiconductores que sobre las propiedades de los metales normales. 
En tanto que sea pequeña la concentración x de átomos de impureza se mantienen 
también pequeñas las correcciones a las magnitudes termodinámicas de los metales 
normales y sólo empiezan a ser considerables cuando x —1, es decir cuando la 
distancia media entre átomos de impureza resulta ser comparable con la constante a 
de la red. Debemos resaltar que ahora estamos hablando, como es natural, sólo de 
las contribuciones electrónicas a las magnitudes termodinámicas y sólo de aquéllas 
que están determinadas por la densidad media de la distribución de estados cuán- 
ticos de los electrones de conducción en el espacio de los impulsos (por ejemplo, 
el calor específico y la susceptibilidad magnética en el caso de campos débiles). 

La situación es diferente en el caso de los metales superconductores debido 
a la existencia de un parámetro de longitud característico, que es grande en com- 
paración con a, a saber la longitud de coherencia £. Como la dispersión o scattering 
de los electrones por los átomos de impureza destruye la correlación entre los elec- 
trones, pueden verse considerablemente alteradas las propiedades de los supercon- 
ductores cuando el recorrido libre medio / de los electrones es comparable con 
Š siendo todavía pequeña la concentración x. A continuación describiremos cuali- 
tativamente los resultados básicos que es necesario conocer para una comprensión 
general de las propiedades de dichas aleaciones de baja concentración.t 

Supongamos que los átomos de impureza no poseen momento angular o ciné- 
tico y, por consiguiente, no tienen momento magnético (impurezas no paramagné- 
ticas). En este caso, y en ausencia de un campo magnético influyen sólo ligeramente 
sobre las propiedades termodinámicas del superconductor. La razón consiste en 
que dichas impurezas no destruyen la simetría bajo la inversión temporal: puede 
describirse la interacción entre los átomos de impureza (distribuidos de una cierta 
manera) y los electrones mediante la especificación de un campo potencial U(r). 
De acuerdo con el teorema de Kramers, los niveles energéticos de los electrones 
en dicho campo permanecen doblemente degenerados y los estados correspondientes 
a estos niveles se intercambian entre sí mediante inversión temporal de modo que 
los electrones que hay en ellos pueden formar pares de Cooper. Esto ocurrirá, 


f La teoría completa de las aleaciones superconductoras desarrollada por A. A. Abrikosov y L. P. 
Gor kov es muy complicada y cae fuera de las líneas de este texto. Ver artículos originales en Soviet 
Physics JETP 8,1090, 1959; 9 220, 1959. 
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como antes, cerca de la superficie de Fermi netamente definida, con la diferencia 
de que esta misma superficie forma ahora la frontera o límite entre los estados ocu- 
pados, no en el espacio de los impulsos sino en el espacio de los números cuánticos 
en el campo U(r); con concentraciones bajas de impureza, la densidad de los estados 
cuánticos cerca de la superficie de Fermi sólo cambia ligeramente. 

Por tanto, resulta evidente que, después de promediar respecto a las posiciones 
de los átomos de impureza, debemos obtener fórmulas que difieran de las corres- 
pondientes a la teoría de los superconductores puros únicamente en correcciones 
que son del mismo orden de magnitud que x. Cuando se desprecian estas correcciones 
sin importancia, no existe, en particular, ninguna variación en la temperatura T, 
del punto de transición ni en la discontinuidad del calor específico en dicho punto 
(P. W. Anderson 1959). Por consiguiente, tampoco existe ningún cambio en el co- 
ciente a?/b de los coeficientes de la ecuación de Ginzburg-Landau [ver (45.8)]; 
la forma de esta ecuación es independiente de la presencia o ausencia de impure- 
zas y resulta igualmente válida para superconductores puros que para aleaciones 
superconductoras. 

Por otra parte, las propiedades magnéticas de un superconductor y en particu- 
lar la profundidad de penetración del campo magnético, cambian considerable- 
mente aun cuando / ~ £,. Vamos a estimar la profundidad de penetración, admi- 
tiendo que el recorrido libre medio / < č aunque la concentración x < l (A. B. 
Pippard 1953). 

Las colisiones de los electrones con los átomos de impureza aniquilan la corre- 
lación del movimiento de los electrones a distancias r% l. Esto significa que el 
Kernel Q(r) en la relación integral entre la corriente y el campo en el superconductor 
disminuirá exponencialmente a distancias r —/< ¿,. De acuerdo con ello, en la 
representación de los impulsos, la función O(k) permanecerá constante en el in- 
tervalo k S 1/1. Puede hallarse el valor de esta constante si nos «unimos» en kl — 1 
a la fórmula (51.21) que sigue siendo válida para k > 1/1 > 1/£,. Así pues se tiene 
que 


ne? lA A 
e == tgh L para kl g1. 53.1) 
ak) mc hop E 2T k ( 


Se determina la profundidad de penetración mediante la relación k? ~ O(k)/c 
cuando k? ~ 1/0 (ver $ 52). Utilizando (53.1) se tiene 


Eo 1/2 
“uy Spuro = IA 
e i | Tien (4/27) | 


A) (E; (53.2) 


para que esta fórmula sea válida debemos tener ô > l, que justifica el empleo de 
(53.1). El superíndice «puro» indica el valor en ausencia de impurezas y se supone 
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también que ¿, tiene su valor correspondiente a un superconductor puro. La expre- 
sión (53.2) puede representarse también mediante una fórmula de London, poniendo 
en ella la densidad numérica de los electrones superconductores en él como 


n, no Ep) l. (53.3) 


En función de los coeficientes a y b de la ecuación de Ginzburg-Landau, la rela- 
ción (53.2) implica [ver (45.16)] que 


bja a (b/%) puro £o/l. 


Puesto que, como ya se mencionó anteriormente, también a?/b es independiente de 
la presencia de impurezas, se encuentra que 


AL ~ Kpuro: ¿o/l, bu b puro (&0/0. (53.4) 


De acuerdo con (45.17) tenemos a partir de aquí para el radio de correlación 


ET) ~ ED) puro (1/E0)P (53.5) 
y para el parámetro x (45.18) 


x ~ Apuro 0/1 > Xpuro» (53.6) 


Cuando el recorrido libre medio es suficientemente corto, x excede de 1//2 y, por 
ello, los superconductores suficientemente «sucios» son de la segunda clase. 

El margen de aplicabilidad de las ecuaciones de Ginzburg-Landau a los super- 
conductores «sucios» está limitado a las temperaturas bajas, en la práctica, única- 
mente por la condición T, — T < T,. La necesaria desigualdad ô(T) > l es equiva- 
lente en este caso a la condición menos exigente 


Te—T 


c 


< A ~ xXEofl. 


Finalmente, algunos comentarios acerca de las propiedades de los superconduc- 
tores que contienen impurezas paramagnéticas. Dichas impurezas destruyen la si- 
metría del sistema bajo la inversión temporal y, por tanto, destruyen el aparcamiento 
de los electrones (cuando se encuentran presentes momentos magnéticos, la inver- 
sión temporal implica un cambio en su signo, es decir, desde un punto de vista 
esencial sustituye un sistema físico por otro). Una medida cuantitativa de la influen- 
cia de estas impurezas sobre las propiedades del superconductor es el recorrido 
libre medio /, en el caso de dispersión o scattering con cambio de la dirección del 
spin (debido a la interacción de cambio con los átomos de impurezas). La super- 


conductividad desaparece cuando la concentración x alcanza el valor crítico en el 
cual /, ~ £o 
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Sin embargo, realmente existen dos concentraciones críticas del mismo orden 
de magnitud. En la inferior (x,), el intervalo vacío de energía Á del espectro de 
energía se hace cero; no obstante, la función de onda del condensado £ únicamente 
resulta cero a cierta concentración X > x,. A concentraciones comprendidas en- 
tre xı y Xə existe una superconductividad de intervalo vacío de energía nulo. Como 
al deducir la ecuación de London en $ 44 utilizamos únicamente el hecho de la exis- 
tencia de la función de onda del condensado y consideraciones de invariancia frente 
a la transformación «gauge», resulta claro que continuarán existiendo las propie- 
dades básicas del superconductor (corriente de superconductividad y efecto Meiss- 
ner) en este margen. Se demuestra la ausencia de un intervalo vacío en el espectro 
(en las propiedades de equilibrio del superconductor) mediante una dependencia 
de temperatura no exponencial del calor específico. No existe conflicto con la con- 
dición de Landau para la superfluidez ($ 23) debido a que en sistemas desordenados 
(como son las aleaciones en cuestión) no se aplica esta condición, no teniendo im- 
pulso definido las excitaciones elementales.t 


$ 54. Efecto Cooper en el caso de momentos angulares orbitales no nulos del par 


Ya se ha mencionado varias veces que la presencia de la superconductividad 
en un sistema de Fermi se debe en último término al efecto Cooper, es decir, a la 
formación de estados ligados apareados por la atracción mutua de partículas en 
la superficie de Fermi. En el caso de un gas de Fermi, se formula la condición de 
atracción como la de una longitud de dispersión o scattering negativa a = fUd*x, 
es decir, una amplitud de dispersión o scattering positiva para dos partículas en 
un estado con momento angular orbital nulo de su movimiento relativo ! = 0 (este 
estado posee la contribución principal a la dispersión a energías bajas). 

Sin embargo, resulta válida una enunciación más fuerte todavía: se produce 
el apareamiento (y, por consiguiente, la superfluidez) si la interacción es atractiva 
incluso para sólo un valor del momento angular / (L. D. Landau 1959). Debemos 
resaltar que el sistema en cuestión es isótropo (líquido o gas) en donde pueden 
clasificarse los estados de acuerdo con el valor de /. 

Demostraremos este punto para un gas de Fermi mediante un método que en 
principio nos permite determinar la temperatura T, a la que se produce la transición 
al estado superfluido, utilizando únicamente las propiedades del sistema (gas de 
Fermi normal) a temperaturas T > T.. 

En $ 18 se ha señalado que en el formalismo matemático de las funciones de 
Green en el caso de un sistema de Fermi normal de energía del estado ligado del 


+ Ver también la cuarta nota a $ 39. La teoría de la superconductividad de intervalo de energía cero 
está descrita en el artículo original debido a A. A. Abrikosov y L. P. Gar'kov, Soviet Physics JETP 
12, 1243, 1961. 
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par de partículas aparece como el polo de la función vértice 1"; esto mismo es cierto 
también (cuando T # 0) para la función de la temperatura, que designaremos por 
t. Cuando aparece dicho polo, resulta de hecho inaplicable el formalismo completo, 
aunque todavía sea aplicable en el instante en que aparezca el polo, cuando dis- 
minuye la temperatura hasta T = T,; la energía de enlace del par debe ser entonces 
nula y coinciden los estados de las fases normal y superfluida. 

En el diagrama esqueleto 


el círculo designa —©. A partir de lo dicho anteriormente se determina el punto 
de transición T, como la temperatura a la cual © tiene un polo con 


61 = Ĉs2 = 0, pi+p2=0. (54.1) 


La primera ecuación establece que las partículas apareadas están sobre la super- 
ficie de Fermi y que es nula la energia de enlace del par; la segunda ecuación esta- 
blece que las partículas apareadas tienen impulsos opuestos. 

El apareado de las particulas se produce si tienen entre sí alguna atracción, 
por pequeña que sea. Es claro que si se ha de presentar un polo, las series de las 
teorías de perturbaciones para la función vértice deben incluir términos que con- 
tengan integrales que divergen con la condición (54.1) y cuando T. — 0 (T. es pe- 
queña cuando la atracción es débil); en otro caso serían ciertamente pequeñas 
todas las correcciones al término de primera aproximación (finito) en comparación 
con dicho término a todas las temperaturas y no podría aparecer ningún polo. 

Este requisito lo satisface la serie de diagramas escalera 


3 1 
rl E er e a | O A 
a a cos: (6%) 
2 O Ghama E qaal aad 
4 


Como veremos a continuación, en todos estos diagramas (desde el segundo en ade- 
lante) se compensa el pequeño valor respecto a la interacción (procedente de la adi- 
ción de líneas a trazos) en el sentido mencionado mediante la divergencia de las 
integrales. t 


T Los diagramas (54.2) deberán suplementarse mediante una serie de diagramas en los que se inter- 
cambian las líneas externas 3 y 4, lo que hace que la función vértice sea antisimétrica respecto a sus argu- 
mentos de spin y orbital. Sin embargo, para nuestro objetivo actual de determinar T, esto no es necesario 
puesto que el polo aparece simultáneamente en ambas partes de la función vértice. 
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Aplicando a esta serie el procedimiento utilizado para obtener (17.4) de (17.3), 
resulta que la ecuación (54.2) es equivalente a la ecuación diagramática 


R 7% 
P, ¿E ie ER 
l 
= FR y i $ ATA (54.3) 
PA AB 
-P3 R R A 
E e 


Las líneas externas e internas de los diagramas corresponden a los argumentos 
que se indican en (54.3) teniendo en cuenta (54.1): 


P; = (0, P1), P3 e (0, P3), Q = (is, q). 


La dependencia con el spin de las funciones de Green de un gas ideal se separa 
en la forma Gg = 0, G0 y la dependencia con el spin de la función vértice (sin 
antisimetrización) se separa en la forma 


“Oo, (Po, Pa; Pr, Po) = O.y0g8 O(Po, Pa; Pi, Po). 


Desarrollando los diagramas (54.3) mediante las reglas dadas en $ 38 y eliminando 
los factores de spin, obtenemos para © la ecuación integral 


“O(Pz, —P3; Pı, — P1) 
+T Y | Um-D Gt, D GAN- -0x 


d3 
x UA —4; Pi» Ey = U(p1—Pa). (54.4) 


En estas sumas e integrales son importantes los valores pequeños de la varia- 
ble discreta ¿, y los valores de q cerca de la superficie de Fermi (ver más adelante). 
De aquí que podamos escribir ¿,= 0 y q = pr en los factores U y © del integrando. 
Los vectores p, y pz están también sobre la superficie de Fermi. Así pues, las fun- 
ciones “O y U en (54.4) dependerán entre sí sólo a través de una variable indepen- 
diente, el ángulo existente entre dos cualesquiera de los tres vectores p,, pa y q sobre 
la superficie de Fermi. 

Puede resolverse ahora la ecuación (54.4) desarrollando U y Ten serie de poli- 
nomios de Legendre: 


U(6) = Y (21+ 1)aP;(cos 8), 
i=0 (54.5) 

TO) = Y (2141) TP(cos 2), 
1=0 
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siendo 0 uno cualquiera de los ángulos mencionados. Sustituyendo estos desarrollos 
en (54.4) e integrando mediante el teorema de adición de armónicos esféricos, se 
tiene 


“Ok1+ all) = as, (54.0) 
en donde 
Ss dq -T.S dq 
H = T EASE q) 1? Cry 7 Onyx EA | EEE ; (54.7) 


la función $(% se toma de (37.13) y n, = q?/2m — y = vq — pr). De acuerdo 
con la fórmula de la suma (42.10), 


3 
marta a Y. (54.8) 


La divergencia de la integral respecto a dq = dn/vz en el límite superior es es- 
púrea (cf. la última nota a pie de página de $ 39) y debe cortarse la integral a cierto 
n % č.t Sin embargo, cuando T >0, la integral diverge logarítmicamente también 
en el límite inferior, es decir se comporta como log (1/7). 

A partir de (54.6) se ve que “O, se hace infinito (es decir “O tiene un polo) bajo 
la condición 


1+al =0. (54.9) 


Esta ecuación tiene la misma forma que la que determina el punto de transición 
para el apareamiento con l = 0, difiriendo de ella únicamente en que se sustituye 
la «constante de acoplo» g por — a; [cf. (42.11)]; considerando esta ecuación como 
la necesaria para determinar T,, debemos poner A=0 y entonces e(p) coincide 
con Np Por consiguiente, vemos que la función vértice tiene un polo si es negativa 
cualquiera de las magnitudes a,; la temperatura de transición es entonces 


TO = (y¿¡/7x) exp (—2/| a] vF); (54,10) 


cf. (40.4) y (39.19). Si a, < 0 para diversos valores diferentes de /, la transición 
se produce a una temperatura T} correspondiente al mayor valor | a, |$ 


t Debido a la rápida convergencia de la suma extendida a s en (54.7), únicamente tienen importancia 
real los valores pequeños de Ç, y la forma logarítmica de la integral respecto a dq justifica la hipótesis 
de que q está próximo a Pp. 

t Si todo a, > 0 no existe transición y la fórmula (54.6) para (O, es válida a todas las temperaturas 
hasta cero. Entonces todo “O, tiende a cero como 1/] log T | cuando T > 0. Esto es un ejemplo del hecho 
ya mencionado en la última nota del $6 de que cuando T = 0 la función © (y, por tanto, la función f de 
interacción de las cuasiparticulas) es cero en el caso de partículas con impulsos opuestos. 
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Puede demostrarse que en el caso de un gas (o líquido) de Fermi cualquiera 
compuesto por átomos eléctricamente neutros, las cantidades a, deben resultar 
siempre negativas para valores de / suficientemente grandes (L. P. Pitaevskil 1959). 
La razón está en que, en la interacción de átomos neutros, existe siempre margen 
de distancias (grandes) en las que se produce una atracción (atracción de van der 
Waals). 

En un líquido real de esta clase, el isótopo líquido He, la aparición de la su- 
perfluidez parece deberse al apareamiento con ? = 1. No consideraremos ahora la 
estructura de la fase superfluida y únicamente estudiaremos brevemente la selección 
del parámetro de orden que distingue esta fase de la normal. La función de Green 
anómala Fag(t, ťi; t, ra) = Fog(r, — ra) es una magnitud que resulta nula por en- 
cima del punto de transición pero no por debajo de ella; como ya se ha mencionado 
en $ 41, actúa como la función de onda para pares ligados de partículas. Su compo- 
nente de Fourier F,g(p) sobre la superficie de Fermi (es decir, para p = 2p,m) es 
una función de la dirección n y no una constante como sucede con el apareamiento 
con 1 = 0. Puesto que los operadores y se anticonmutan, la función F,¿(n) es antisi- 
métrica, como debería ser, con respecto al intercambio de partículas F (n) = 
=— Fil — n). 

Al producir el apareamiento con / = 1, igual que con cualquier momento an- 
gular impar, F,¿ es una función impar de n y, por ello, resulta ser un espinor simé- 
trico. Esto significa que el spin del par es 1, como debería ocurrir en el caso de un 
estado de dos fermiones iguales con | impar. Un espinor simétrico de rango dos es 
equivalente a un vector y lo llamaremos d. En el caso /= 1, la dependencia entre 
d y n debe corresponder al polinomio de Legendre P} (cos 9%), es decir debe ser li- 
neal, d, = Yig. El tensor complejo Yı, de rango dos (no necesariamente complejo) 
describe la fase superfluida. De hecho existen dos fases superfluidas diferentes del 
He? líquido con formas diferentes del tensor pz. 


f La transición se presenta a una temperatura ~ 107% K. El pequeño valor de T, asegura la existen- 
cia de un margen en el que es aplicable al He* líquido de teoría del líquido de Fermi normal. 
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ELECTRONES EN LA RED CRISTALINA 


$55. Un electrón en un campo periódico 


Las nubes electrónicas de los átomos en un cristal interaccionan fuertemente 
entre sí y, en consecuencia, no podemos hablar de los niveles energéticos de los 
átomos individuales, sino únicamente de los niveles de las nubes electrónicas de 
todos los átomos del cuerpo considerado globalmente. La naturaleza del espectro 
de energía de los electrones es diferente para cada tipo de sólido. Sin embargo, como 
primera etapa en el estudio de estos espectros debemos considerar el problema 
más formal del comportamiento de un solo electrón en un campo eléctrico externo 
con periodicidad espacial, el cual sirve de modelo para una red cristalina. Este tema 
se tratará en las secciones §§ 55-60. 

La periodicidad del campo significa que no se ve alterado por una traslación 
de la forma a = n;a, + na, + na, (en donde a,, az y a, son los vectores básicos 
de la red y n,, Aa y ng, números enteros cualesquiera): 

U(r+a) = U(r). 120 
De aquí que la ecuación de Schródinger que describe el movimiento de electrón 
en un campo de este tipo resulte invariante frente a una transformación dela forma 
r >r + a. Así pues, si y(r) es la función de onda de un estado estacionario, entonces 
también y(r + a) es una solución de la ecuación de Schrödinger que describe el 
mismo estado del electrón. Esto significa que las dos funciones deben ser las mismas 
excepto en un factor constante: y(r + a) = constante x y(r). Es evidente que la 
constante debe tener un módulo unidad; si no fuese así, la función de onda tendería 
a infinito cuando se repitiese indefinidamente el desplazamiento a través de a (o 
de — a). La forma general de una función que posee esta propiedad es 


vale) = euado), (55.2) 


en donde k es un vector constante (real) arbitrario y u,, una función periódica: 


Us (Tr +a) = us(T). (55.3) 
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Este resultado fue deducido en primer lugar por F. Bloch (1929); las funciones 
de onda que poseen la forma (55.2) se denominan funciones de Bloch y en conexión 
con este punto suele denominarse electrón de Bloch a un electrón en un campo pe- 
riódico. 

Para un valor dado de k, la ecuación de Schrödinger tiene en general una in- 
finidad de soluciones diferentes correspondientes a una infinidad de valores dis- 
cretos diferentes de la energía (k) del electrón; estas soluciones se señalan mediante 
el subíndice s en Y,- A cada una de las diversas ramas de la función e = e,(k), que 
es la relación de dispersión del electrón en el campo periódico, debe asignarse un 
subíndice semejante, que será el número de la banda de energía. En cada banda la 
energía toma valores comprendidos en un cierto intervalo finito. 

Cuando se consideran bandas diferentes, estos intervalos están separados a su 
vez por «intervalos vacíos de energía» «energy gaps» o se solapan parcialmente; 
en este último caso y en la región de solapamiento, cada valor de la energía corres- 
ponde a valores de k que son diferentes para las diversas bandas. Geométricamente 
esto significa que las superficies de energía constante correspondientes a dos bandas 
superpuestas s y s” están en diferentes regiones del espacio k. Formalmente, el sola- 
pamiento de las bandas significa que existe degeneración: estados diferentes tienen 
la misma energía, pero esto no origina ninguna peculiaridad del espectro, porque 
corresponden a valores diferentes de k. Ha de distinguirse el caso general del sola- 
pamiento del correspondiente a la intersección de tandas, cuando los valores de 
e,(k) y €, (k) coinciden en puntos particulares k (las superficies de energía constante 
se cortan). Normalmente se entiende que la degeneración se refiere únicamente a 
este caso; la intersección origina la aparición de ciertas peculiaridades del espectro. 

Todas las funciones py, con s o k diferentes son, como es natural, ortogonales. 
En particular, la ortogonalidad de y,, con distintos valores de se iguales k implica 
que las funciones u,, son ortogonales. Puesto que son periódicas, basta integrar 
respecto al volumen v de una celdilla de la red; con la normalización apropiada, 


f US LU sk dv = 0ss". (55.4) 


El significado del vector k es que determina el comportamiento de la función 
de onda en la traslación: la transformación r —> r + a la multiplica por e™*Ħ, 


Par +a) = el ¿(r). (55.5) 


De aquí se deduce inmediatamente que k por definición no es único: valores que 
difieren entre sí en un vector b cualquiera de la red recíproca dan el mismo valor 
de la función de onda; el factor exp {i(k + b):a) = exp (ik-a). Así pues, dichos 
valores de k son físicamente equivalentes; corresponden al mismo estado del elec- 
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trón, es decir, a la misma función de onda. Podemos decir que las funciones Y, 
son periódicas (en la red recíproca) respecto al subíndice k: 


Ys +b(5) = Ya). (55.6) 
La energía también es periódica: 


e(k +b) = e,(K). (55.7) 


Las funciones (55.2) tienen una cierta semejanza con las funciones de onda de un 
electrón libre, las ondas planas y = constante x exp (ip:r/h), sustituyendo el im- 
pulso por el vector constante Ak. Así llegamos de nuevo, igual que ocurrió con el 
fonón (ver Parte 1, $71) al concepto de cuasiimpulso de un electrón en un campo 
periódico. Debe resaltarse que en este caso no existe ningún impulso real que se 
conserve, puesto que en el campo externo no se cumple el principio de conserva- 
ción del impulso. Sin embargo, interesa señalar que en un campo periódico un elec- 
trón sigue estando caracterizado por un vector constante. 

En un estado estacionario con un cuasiimpulso dado Ak, el impulso real puede 
tener una infinidad de valores de la forma A(k + b), con diversas probabilidades. 
Esto es debido a que el desarrollo en serie de Fourier de una función periódica en 
el espacio contiene términos elb-"; 


ushr) = Y ds,k+b eP*, 
b 


y el desarrollo de la función de onda (55.2) en ondas planas es, por tanto, 
Plr) = Y ds, k4p +D, (55.8) 
b 


El hecho de que los coeficientes del desarrollo dependan únicamente de las sumas 
k + b expresa la propiedad de periodicidad de la red recíproca (55.6). Debemos 
resaltar que este hecho, como la propiedad (55.6), no es una condición extra im- 
puesta sobre la función de onda, sino que se deduce necesariamente de la periodi- 
cidad del campo U(r). 

Todos los valores físicamente diferentes del vector k caen dentro de una celda 
unidad de la red recíproca. El «volumen» de esta celda es (271)/0, siendo v el volumen 
de la celda unidad de la propia red cristalina. Por otra parte, el volumen en el es- 
pacio (k/27x) determina el número de estados correspondientes (por unidad de vo- 
lumen del cuerpo). Así pues, el número de dichos estados en cada banda de energía 
es 1/v, es decir el número de celdas unidad por unidad de volumen del cristal. 

Además de ser periódicas en el espacio k, las funciones e,(k) son simétricas frente 
a las rotaciones y reflexiones que correspondan a la simetría de las direcciones 
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de la red (la clase cristalina). Independientemente de la presencia o ausencia de un 
centro de simetría en la clase cristalina que nos ocupe, se tiene siempre 


s(—k) = e(k). (55.9) 


Esta propiedad es una consecuencia de la simetría frente a la inversión temporal: 
por esta simetría, si p,, es la función de onda de un estado estacionario del electrón, 
la función compleja conjugada y*, describe también un estado con la misma ener- 
gía. Pero y% se multiplica por e”'**2 en la traslación, es decir corresponde a un 
cuasiimpulso — k.t 

A continuación consideremos dos electrones en un campo periódico. Conside- 
rándolos conjuntamente como un sistema con la función de onda yp(r,, rə), vemos 
que esta función debe multiplicarse por un factor elk-* en la traslación, en donde k 
puede considerarse como el cuasiimpulso del sistema. Por otra parte, para distancias 
grandes entre los electrones y(r;, rə) se reduce al producto de las funciones de onda 
de los electrones individuales y se multiplica por e'2g'K:2 en la traslación. Como 
ambas formas deben ser iguales al factor se tiene que 


k = kı +Kk2+b. (55.10) 


En particular, se deduce de esto que, en un choque de los dos electrones cuando 
se mueven en un campo periódico, se conserva la suma de sus cuasiimpulsos, inclu- 
yendo un vector de la red recíproca: 

kı +k> = k; +k; +b. (55.11) 


Se encuentra otra analogía más entre los cuasiimpulsos y los impulsos reales 
determinando la velocidad media del electrón. El cálculo requiere el conocimiento 
del operador velocidad $ = f en la representación k. El operador en esta represen- 
tación actúa sobre los coeficientes c,, del desarrollo de una función de onda arbi- 
traria en función de las funciones propias Y: 


y = y f CskYsk dk. (55.12) 


Hallemos primero el operador f. Tenemos idénticamente 


ry = 2 f cara: Pk 


=Z f ca —i Wok joik e E) a 


Ok Ok 


t En presencia de bandas que se solapan, se deduce a partir de estas consideraciones, estrictamente 
hablando, únicamente que es(— k) = ey(k), siendo s y s' los números de determinadas bandas. No obstan- 
te la ecuación (55.9) puede satisfacerse siempre mediante la numeración apropiada de las diversas 
ramas de la función e(k). 
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En el primer término integremos por partes y en el segundo desarrollemos la función 


04, /0k, que es periódica (como u), en función de las funciones mutuamente orto- 
gonales u con el mismo k: 


0u./Ok = — i Y (sk] Q| 5'k) usr (55.13) 
s 


en donde (sk|£2|s'k) son coeficientes constantes. Tenemos, entonces 


"y = y [ina ao dk + Y | ek 1215) pa d'k 


El ls SS 


A partir de la definición del operador r debemos tener 


'k|Q | sk) cen) Psk Ëk. 


ry = Y f (ca) Yo d'k. 
S 
Comparando con la expresión dada anteriormente se tiene 


+ +%, (55.14) 


en donde el operador hermítico £2 está especificado por su matriz (s'k| 9 |sk). 
Es importante observar que esta matriz es diagonal en k y, por tanto, el operador 
Q conmuta con el operador À = k. 

De acuerdo con las reglas generales, seencuentra el operador velocidad con- 
mutando el operador f con el hamiltoniano del electrón. En la representación k, 
el hamiltoniano Ê es una matriz diagonal (respecto a k y a los números de banda s) 
con elementos e,(k)t. El operador 09/0k que actúa sólo sobre la variable k es diago- - 
nal respecto a s. De aquí que, en la expresión 


9 = —(1-1B) 
1/,0 O a 2 
=-7 (2x a2) tÊ 


t Más precisamente, está en la representación ks. Podemos recordar que las funciones de onda Csk 
en esta representación no son completamente arbitrarias, sino que deben ser periódicas en k. 
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el primer término sea una matriz diagonal con elementos 


1 ð fa] 1 0e,(k) 
(0 o) r 


Los elementos de matriz de $2 están relacionados con los de, @ por 


(sk | È| s'k) = (1/8) [es(k) — ex (Kk)] (sk | Q| 5'k); 


que es cero cuando s = s', es decir $2 no tiene elementos diagonales respecto al 
número de la banda. Así pues, se tiene finalmente para los elementos de la matriz 
de la velocidad de los electrones la expresión 


(sk | v| sk) = O0e(k)/£0k, (sk|v]|s'k) =(sk|2|5'k) (s= s'). (55.15) 


Los elementos diagonales de esta matriz son los valores medios de la velocidad 
en los estados correspondientes. Por consiguiente, estos valores vienen dados en 
función de los cuasiimpulsos por 


y, = Oe,(k)/£0k, (55.16) 


que es totalmente análoga a la relación clásica usual. 

Hasta ahora la discusión ha ignorado la existencia del spin del electrón. Cuando 
se desprecian los efectos relativistas (la interacción spin-órbita), la inclusión del 
spin produce simplemente una doble degeneración de cada nivel energético con un 
valor dado del cuasiimpulso k, existiendo dos valores de la proyección del spin 
sobre cualquier dirección fija del espacio. Cuando se tiene en cuenta la interacción 
spin-órbita, la situación resulta diferente de acuerdo con que la red cristalina tenga 
o no un centro de inversión. 

La interacción spin-órbita en el caso de un electrón en un campo periódico se 
describe mediante el operador 


ih? 
ĤÎ,ı = Jma l X YUY. (55.17) 


en donde o es el vector matricial de Pauli (ver TCR, $ 33). Las funciones de onda 
sobre las cuales actúa el operador son espinores Y,a de rango uno, siendo «a el 
índice del espinor. De acuerdo con el teorema de Kramers (ver MC, $ 60), que está 
relacionado con cualquier campo eléctrico (sea periódico o no), los espinores com- 
plejos conjugados Ysxa Y Ys£, Siempre describen dos estados diferentes con la misma 
energía. Como también la función y,f, corresponde al cuasiimpulso — k. se ob- 
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tiene de nuevo (y ahora con inclusión de la interacción spin-órbita) una relación 
del tipo (55.9): 


Eso( Ez k) = Eso (K), (5 5.1 8) 


en donde o y o” designan dos estados de spin diferentes} (con inversión temporal). 

La ecuación (55.18) no implica, como es natural, degeneración en el sentido 
considerado anteriormente, puesto que las energías en ambos miembros de la ecua- 
ción se refieren a distintos valores de k. Sin embargo, si la red tiene un centro de 
inversión, los estados k y — k tienen la misma energía. Igualemos entonces £,(k) = 
= €s9(k), lo cual vuelve a significar una doble degeneración de cada nivel con un 
cuasiimpulso determinado. 

De modo semejante a la degeneración debida a la simetría bajo la inversión 
temporal, en el caso de un electrón en un campo periódico también puede existir 
degeneración debida a la simetría espacial de la red. Esto se verá en $ 68. 


PROBLEMAS 


PROBLEMA 1. Hallar la relación de dispersión para el movimiento monodimensional de un 
electrón en el campo periódico indicado en la figura 10 (R. de L. Kronig y W. G. Penney 1930). 


ULx) 


Fic. 10. 


SOLUCIÓN. La función de onda en la región del pozo I (0<x<a) tiene la forma 


y = cen 


+ege ear, xı = V2melh, (D 


y en la región de la barrera II (—b<x=<0) 


ixgz — ixt 
, 


x = Y2m(e— UA. (2) 


En la siguiente región de barrera III, la función de onda únicamente puede diferir de (2) en el fac- 
tor de fase eik(a+0) siendo a + b el periodo del campo: 


p = cre" +ce 


y= e" + Moe 200» 4 cie —Íxo (2-8 H; (3) 


t Cuando se tiene en cuenta la interacción spin-órbita, el operador de proyección del spin no se conmuta 


con el hamiltoniano; por consiguiente, no se conserva la proyección del spin y, estrictamente hablando, 
el spin no puede estar caracterizado por este número. 
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Las condiciones de continuidad de y y yen x = 0 y x = a dan cuatro ecuaciones para C,,..., Ca; 
la condición para que sean compatibles estas ecuaciones conduce a la relación de dispersión 


1 
cos k(a+b) = cos x,a.cos 4sb— F (E + a) sen x,a.senxab, (4) 
1 2 


que implícitamente determina la relación «(k) requerida. Para < Uo, x es imaginario y la ecua- 
ción debe escribirse entonces 


cos k(a+b) = cos xa cosh | xb | ++ (pe — a) sen =,asenh | xb]. (5) 
1 2 


Si tomamos en (5) el límite U, > co, b => 0 con Usb = constante = Pa, obtenemos la relación 
de dispersión A 


Pma” senxa 

cos ka = cosa + ——, (6) 
h 10 

Esto resuelve el problema de los niveles energéticos en un campo periódico compuesto por picos 

de funciones delta: 


U(x) = aP Y ô(x— an). 


La figura 11 muestra una representación gráfica de la distribución de las raíces de la ecuación (6). 
Se ha representado el segundo miembro como una función de xa; cuando toma valores entre 
+ 1, las raíces de la ecuación toman valores comprendidos en los márgenes indicados por los seg- 
mentos gruesos del eje horizontal. 


Fic. 11. 


PROBLEMA 2. Hallar la relación de dispersión en el caso de un movimiento monodimensional 
de una partícula en un campo periódico débil U(x). 


SOLUCIÓN. Considerando el campo como una pequeña perturbación, empezamos con la apro- 
ximación de orden cero, en la cual se encuentra la partícula en movimiento libre descrito por la 
onda plana 


yO (x) = (Nay U2 efkz 
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(con la normalización a una partícula en la longitud Na, en donde a es el periodo del campo); la 
energía de la partícula e(% = h*k2/2m. Escribamos la función periódica U(x) como una serie de 
Fourier: 


U(x) PES y Un emirra, 
n= -—00 

Los elementos de matriz de este campo respecto a las ondas planas son cero excepto en el caso 
de las transiciones entre estados con números de ondas k y k"= k + 27n/a; para éstas, son Up’ = Un. 

En la teoría de perturbaciones de primer orden, la corrección a la energía viene dada por el 
elemento de matriz diagonal s(Y = U, = Up, que es una constante independiente de k, lo cual 
simplemente desplaza el origen de energía. Sin embargo, se presenta una excepción en el caso de 
los niveles de energía cercanos a k = zin/a (n = + 1, + 2,...). En estos puntos k difiere únicamente 
el signo respecto a k’ = k — 27m/a, de modo que las energías e((k) y e((k”) son iguales. Por tanto, 
cerca de estos valores los elementos de matriz son no nulos para las transiciones entre estados con 
energías semejantes y para hallar la corrección debemos utilizar la teoría de perturbaciones tal 
y como se aplica al caso de valores propios (ver MC, 879). La respuesta se halla en MC (79.4), 
de acuerdo con la cual tenemos en el caso presente 


elk) = He) + eOk- K,) 5 
+ E) O KERO, 


en donde Kn = 27xn/a y la constante aditiva U, se omite; la selección del signo de la raíz cuadrada 
se determina por el requisito de que la función «(k) resulte e((k) lejos del valor k = + 4Kn: los 
signos + y — se refieren respectivamente a los intervalos |k|>134Kn»1 y 1|k/1|<13Kn 1. En los 
propios puntos k = + 4Kn, la función e(k) tiene una discontinuidad de 2 | U, |. En la figura 12a 
se indica la energía e(k) como una función de la variable k, que varía desde — oo hasta oo. Si se 
restringe k, el cuasiimpulso, al intervalo comprendido entre + 7:/a, tenemos la figura 12b, que 
muestra las dos primeras bandas de energía. 


€ 


Debe señalarse que las bandas de la figura 12, como en la figura 11, no se solapan. Esto es una 
propiedad general del movimiento monodimensional en un campo periódico. Cada nivel energé- 
tico es doblemente degenerado (respecto al signo de k) y no es posible un grado superior de dege- 
neración en el movimiento monodimensional. Además en el caso monodimensional, los límites 
de cada banda, valores mínimo y máximo de «(k) corresponden a k = 0 y k = ja. Esto se debe 
a que las funciones de onda correspondientes a energías comprendidas en el intervalo prohibido 
están multiplicadas por un cierto factor real en su desplazamiento a través del periodo a y, por tanto, 
aumenta sin límite en el infinito. Las funciones de onda en los intervalos de energía permitidos están 
multiplicados por et** en cuanto a dicho desplazamiento. En el límite entre los intervalos permitidos 
y prohibidos este factor debe ser en consecuencia una cantidad a la vez real y de módulo unidad, 
de donde se deduce que ka = 0 o zz. 
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PROBLEMA 3. Hallar la relación de dispersión para una partícula en un campo periódico mo- 
nodimensional compuesto por una secuencia de pozos de potencial simétricos que satisfacen la 
condición de comportamiento cuasiclásico (de modo que es pequeña la probabilidad de que la par- 
tícula penetre la barrera entre los pozos). 


SOLUCIÓN. Es semejante a la solución del problema del desdoblamiento de niveles en un pozo 
doble (MC $ 50, problema 3). Sea p(x) la función de onda normalizada que describe el movimiento 
(con una cierta energía ey, figura 13) en uno de los pozos, de modo que debe disminuir exponen- 


1 
1 
l 1 
1 t 
-2 Xo Y x 
2 2 


cialmente a cada lado más allá de los límites de este pozo; puede ser una función par o impar de x. 
La función de onda correcta en la aproximación de orden cero para el movimiento de una partícula 
en un campo periódico es la suma 


y 0)=C Y etmyulx—an), (1) 
n = -00 
en donde C es una constante de normalización; el desplazamiento x > x + a multiplica esta fun- 
ción por e**%, como debía ocurrir. 
Las ecuaciones de Schródinger son 
Y; + Cm/ñB)k)— Up = 0, 
Yo +Qm/f?)eo— UCO] po = 0; 


multipliquemos la primera por dy, la segunda por Y+, restemos los miembros correspondientes 
e integremos respecto a x desde — ła hasta %a (fig. 13). Como los productos Yo(x)o(x — an) con 
n Æ 0 son despreciables en todo punto, tenemos 


a/2 


$ Yo wn dx = C. 
—e/2 


El resultado es 
e(k)— (0) = (4?/2mC) lpp- vovi! ya 


En x = ła sólo es necesario retener en la suma (1) los términos n = 0 y 1; do— ła) = + Yoa), 
según sea par o impar la función (x) 


Ya) = Cy Ga) (1 e*°), 
y, a) = CG a) UF ett); 
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análogamente, cuando x = — ła, sólo es necesario retener los términos con n = 0 y — 1. El re- 
sultado es 


e(k)— £o = +(QA*/m) YG a) vi a) cos ka. 


Ahora debemos sustituir 


a/2 
1/2 
poa) = r] |- = | riad, 


Zo 


249 


poł a) = —— Pod a), 


en donde w es la frecuencia clásica de las oscilaciones de la partícula en el pozo y xọ es el punto 
de retorno, que corresponde a la energía £. El resultado final es 


E(k)— £ = +H(ñw/m) VD cos ka, 


a/2 
D = exp |-4 f zoia 


Zo 


Así pues, cada nivel energético £ correspondiente al movimiento de una partícula en un pozo ais- 
lado se ve ensanchado en una banda de anchura pequeña 2hw//D /7x, que depende del coeficiente de 
transmisión de la barrera de potencial entre los dos pozos. 


$56. Efecto de un campo externo sobre el movimiento de los electrones en una red 


Consideremos el movimiento de un electrón cuando se aplica a la red un campo 
magnético constante H. Si partimos del hamiltoniano de un electrón en un campo 
periódico U(r) en la representación de las coordenadas, 


A = p?/2m+ U(r), (56.1) 
en donde $ = — ¿hy es el operador del impulso real, el campo magnético externo 
se incluye en la forma ordinaria: 

f 1 ene 
=> (»-<a) +U(n, (56.2) 


siendo A(r) el potencial vector del campo. Sin embargo, el problema se simplifica 
mucho (en el caso de un campo suficientemente débil) pasando a la representación 
del cuasiimpulso. 

Debido a la gran diversidad de formas posibles de la estructura de bandas en 
el espectro energético de un electrón en una red, la condición para que el campo 
externo sea pequeño sólo puede formularse generalmente en una forma realmente 
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poco precisa. Supongamos que el electrón está en una banda s antes de que se apli- 
que el campo. Designemos por £ el menor valor de una energía característica de 
esta banda, su anchura característica, por ejemplo, o bien la distancia entre bandas 
vecinas, es decir la diferencia e,(k) — (k) para un k dado. Si el campo magnético 
puede suponerse pequeño, debe satisfacerse ciertamente la siguiente condición: 


hwg < o, (56.3) 


en donde wy ~| e| H/m*c es la «frecuencia de Larmor» y m* ~ hik/v es la masa 
efectiva del electrón.t 

En ausencia de un campo externo, el hamiltoniano del electrón en la red en la 
representación k es, como ya se ha mencionado, una matriz diagonal con elementos 
e,(k). En presencia del campo, el hamiltoniano contendrá también el potencial 
A(r) y sus derivadas respecto a las coordenadas, el campo H (y en un campo no 
uniforme también las derivadas del campo); en la representación k se sustituye la 
función A(r) por el operador Â = AÇ), siendo f el operador (55.14). 

El potencial A(r) es una función creciente de las coordenadas (y si el campo es 
uniforme, linealmente creciente). Debido a esta tendencia el potencial no es una 
pequeña perturbación, ni siquiera en un campo débil, del hamiltoniano de un sis- 
tema infinito (un electrón en una red). Por esta razón, incluso un campo magnético 
débil altera considerablemente las propiedades de un sistema grande, haciendo que el 
espectro sea discreto en lugar de continuo; cuantiza los niveles (ver $ 58). Una in- 
tensidad de campo débil, en contraste con el potencial, origina sólo correcciones 
pequeñas. 

Veremos que, si se desprecian estas correcciones, puede describirse la depen- 
dencia entre el hamiltoniano y el potencial del campo de una forma general mediante 
la utilización únicamente de los requisitos de la invariancia de la transformación 
«gauge». Como estamos considerando campos constantes, es suficiente emplear 
la invariancia de las ecuaciones cuando se someten a transformaciones independien- 
tes del tiempo del potencial y de las funciones de onda, de la forma 


A > A+Uf, Y — y exp (ief/hc), (56.4) 


en donde f(r) es una función arbitraria de las coordenadas; ver MC (111.8), (111.9). 

En un campo débil, el potencial A(r) es una función de las coordenadas de varia- 
ción lenta. Con objeto de aclarar el significado de esta lenta variación, considere- 
mos en primer lugar el caso límite de un potencial constante, A(r) = constante = A, 


f Se dará una definición más precisa de la frecuencia en (57.7). En el caso de los electrones de conduc- 
ción de los metales (ver $ 61), los valores característicos de k — 1/a (en donde a es la constante de la red); 
poniendo también e, ~ ñ*/m*a?, vemos que la condición (56,3) es equivalente a ry » a, siendo el «radio 
de la órbita» rg —D0/0H. 
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(como es natural el potencial constante resulta ficticio, ya que entonces no existe 
campo real, de modo que se trata simplemente de una transformación formal). 
El paso de A = 0 a A = A, es equivalente a la transformación (56.4) con f = A'T; 
de aquí que, en lugar de las funciones propias originales (para A = 0) 


Pa = une, i 


las funciones propias del nuevo hamiltoniano serán 
i e 
Usk (T) exp i(k+ Ao T}. 


De esto se deduce que, con objeto de dar el cuasiimpulso su significado previo como 
magnitud que determina el cambio en la fase de la función de onda en las traslacio- 
nes, debemos poner k + eA,/hc = K; la magnitud K así definida puede denominarse 
cuasiimpulso generalizado. Entonces las nuevas funciones propias son 


Ysk = Us, K- eAo/c (E ) EET, 


y los valores de la energía del electrón correspondientes son e,(k) = e,(K — eAy/hc). 

Ahora podemos afirmar que, en el caso de un potencial A(r) que no es constante 
sino que varía lentamente en el espacio, las funciones de onda de la aproximación 
de «orden cero» (con respecto al campo) son 


Ysk = Us, K—eA(r)/hic el Ee (56.6) 


las funciones u ya no son estrictamente periódicas, debido a la variabilidad de A.f 
Las energías (K — eA/hc) deben considerarse ahora como operadores que forman 
el hamiltoniano en la representación K. Además en esta representación ha de con- 
siderarse que f es el operador f = ¡0/0K, omitiéndose el segundo término (2) de 
la definición (55.14). Porque cuando el operador ¡0/0K actúa sobre la función de 
onda, el efecto en cuanto al orden de magnitud consiste en multiplicarla por la 
«dimensión de la órbita» r,,, que aumenta cuando el campo disminuye; el resultado 
de la acción del operador £2 sobre la función de onda no contiene dicho factor 
creciente. En este sentido, (2 en un campo débil es pequeño en comparación con 
19/9K. Por otra parte, puesto que el operador 0/0K es diagonal respecto al número 
de la banda, el hamiltoniano también es diagonal. 


1 Si se desarrollan las funciones (56.6) en función de Ysk, en el desarrollo se incluirán en general las 
funciones con varios s. Sin embargo, conviene recalcar que esto no significa una transición real a una banda 
diferente, sino que simplemente expresa la variación de la función de onda bajo la acción del campo cons- 
tante. En conexión con esto puede recordarse que un campo constante no puede producir una transición 
real con cambio de energía. Para comprender esto, debe resaltarse que, aunque el campo es débil, la varia- 
ción resultante en la clasificación de estados es considerable (incluyendo la relación existente entre los 
cuasiimpulso y la energía). 
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Llegamos así a la conclusión de que el movimiento de un electrón en un campo 
magnético débil está descrito por el hamiltoniano (en la representación K) 


2) 


K (56.7) 


Dl (K-740), F=1 
(R. E. Peierls 1933). Por consiguiente, en esta aproximación existe una analogía 
completa con la inclusión del campo magnético en el hamiltoniano de una partícula 
libre en la representación de los impulsos. 

La expresión (56.7) no está todavía totalmente determinada, puesto que no se 
ha especificado el orden de acción de los operadores no conmutables (los compo- 
nentes del vector k= K — eÂ /hc). Este orden ha de determinarse de tal modo 
que el hamiltoniano sea hermítico, lo cual puede en principio obtenerse siempre 
expresando la función (k) que es periódica (en la red recíproca) como una serie 
de Fourier 


ek) = Y Asa ek 2; (56.8) 


la suma se extiende a todos los vectores a de la red original. Después del cambio 
k => k el exponente de cada término de esta serie sólo contendrá un operador (la 
proyección del vector Á sobre a), de modo que no surge la cuestión del orden de 
acción, reduciéndose todo a potencias de este único operador. Naturalmente este 
método de «hermitización» no es el único, pero es importante el que la diferencia 
entre los distintos métodos caiga más allá del margen de aproximación considerado, 
puesto que en esta aproximación los conmutadores de los operadores k.,, kp k, son 
cantidades pequeñas. Por ejemplo, en un campo uniforme el operador 


Â = 4H xf = 4iHx9/ðK; (56.9) 
un cálculo directo muestra fácilmente que los conmutadores 
kxk, —kykx =i(e/fic) H,, ..., (56.10) 


son proporcionales a la intensidad del campo H, que es pequeña. 

Los operadores î= ¡0/0K y K = K obedecen las mismas reglas de conmuta- 
ción que las coordenadas e impulsos generalizados de una partícula «libre» (sin la 
red). Por lo tanto, resulta natural que el cálculo de los conmutadores de estos ope- 
radores con el hamiltoniano nos dé las ecuaciones entre operadores 


AK =-—0A/0r, f= hK, (56.11) 


que tienen la forma de las ecuaciones de Hamilton usuales; para su cálculo ver MC 
(16.4) y (16.5). 
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Repetimos que el hamiltoniano (56.7) es aproximado en el sentido de que omite 
todos los términos que dependen del campo H y que no contienen factores grandes 
del orden del tamaño de la órbita r,,. En las aproximaciones subsiguientes, puede 
expresarse de nuevo el resultado como un hamiltoniano efectivo Ĥ,(K — eÂ /hc, H), 
diagonal respecto a los números de banda pero no expresable mediante las funciones 
(k) únicamente.?f 

Si se desprecia la interacción spin-órbita, la inclusión del spin electrónico hace 
que el hamiltoniano contenga el término normal que describe la interacción del 
momento magnético con el campo: — fo: H, en donde o son las matrices de Pauli 
Y B= | e | h/2mc es el magnetón de Bohr. Si el cristal tiene un centro de inversión, 
la interacción spin-órbita cambia simplemente el momento magnético del electrón, 
de modo que la interacción del spin con el campo magnético se convierte en 


— Po;Hpčir(k). (56.12) 


En este caso el hamiltoniano debe ser efectivamente invariante ante las operaciones 
simultáneas de inversión temporal y espacial. La transformación debe venir acom- 
pañada por los cambios H > — H y ç > — 6 sin cambio en k; (56.12) es la ex- 
presión más general que satisface la condición dada. Como es natural, el tensor 
E,,(k) no puede calcularse de forma general. 

Finalmente consideremos el comportamiento del electrón cuando se aplica a la 
red un campo eléctrico débil E. La condición para considerarlo pequeño es que la 
energía adquirida por el electrón en el campo a lo largo de una distancia — a sea 
pequeña en comparación con la energía característica £ọ: | e| Ea < e. 

Igual que en el caso del campo magnético, los términos más importantes son 
aquellos que contienen una función creciente de las coordenadas, el potencial es- 
calar ġ(r) del campo eléctrico. Puede hallarse de nuevo la relación existente entre 
el hamiltoniano y H de una forma general mediante argumentos semejantes a los 
utilizados anteriormente, la aplicación de un potencial ficticio constante $ = $ 
es equivalente en la ecuación de Schródinger a la inclusión en la energía de un 
término constante ep,; dicho término se añade también a cada uno de los valores 
propios s,(k). Cuando no es constante el potencial p(r) sino que varía en el espacio 
lentamente, se añade un término operador correspondiente al hamiltoniano efectivo 
en la representación k: 


A, = ek) +eb(). (56.13) 


tł Se dará un ejemplo sencillo del cálculo del término de corrección en $ 59. Se tiene una descripción 
del método regular para deducir el hamiltoniano en una serie de potencias de H y las expresiones generales 
para los primeros términos de la serie en E. I. Blount, Physical Review 126, 1636, 1962; Solid State Physics 
13, 305, 1962. Si el cristal tiene un centro de inversión, la serie empieza con términos de orden H? (ver 
$ 59). 
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$57. Trayectorias cuasiclásicas 


Apliquemos los resultados del $ 56 al caso importante en el cual el movimiento 
electrónico dentro del campo magnético es cuasiclásico. Como sabemos, la condi- 
ción necesaria es que la longitud de onda de Broglie de la partícula varíe sólo lige- 
ramente en distancias del orden de ella misma. En el caso presente esta condición 
es equivalente a la desigualdad 


ray>: (57.1) 


el radio de curvatura de la órbita es grande en comparación con la longitud de 
onda 4 ~ 1/k.f 

En el caso cuasiclásico, la trayectoria de la partícula es un concepto con total 
significado y se determina mediante las ecuaciones del movimiento, que se obtienen 
de (56.11) sustituyendo los operadores por las magnitudes clásicas correspondientes: 


Ak =—0H/00, v=0HAOK, H=e(K-A0): 


se omite el subíndice s por brevedad. Desarrollemos estas ecuaciones pasando del 
cuasiimpulso generalizado K al «cuasiimpulso cinético» 


k = K-—eA(ry/ñc. 


Tenemos 


pax e dAr)__0H_e OA; 
d c da a t 


Escribiendo aquí dA/dt = (v:y)A y observando que 
(0,7) A; —(v.vV)A = YX rot A = y xH, 


obtenemos la ecuación del movimiento 


Os(k) 
hok ` 


(57.2) 


Esta ecuación difiere de la ecuación clásica ordinaria de Lorentz únicamente 
respecto a la función e(k) que es una función periódica complicada, en lugar de 


4 En general esta condición es más fuerte que (56.3). Pero, si k ~ 1/a, como ocurre en el caso de los 
electrones de conducción en un metal, coinciden las dos condiciones y en la práctica siempre se satisfa- 
cen: para ry ~ chik]/| e | H ~ ch/a | e| H, la condición rg > a conduce a H < ch/| e | a? ~ 10% ~ 10° Oe. 
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ser una función cuadrática simple, y la función v(k) también es de este mismo tipo, 
por tanto. Como es natural, se produce un cambio notable en el movimiento de 


electrón. 
Consideremos este movimiento en un campo magnético uniforme. Multiplicando la 


ecuación (57.2) por v se tiche del modo usual que hv: dk/dt = deļdt = 0. Multiplicando 
(57.2) por H se tiene d(H -k)/dt = 0. Así pues, en el caso del movimiento del elec- 
trón en la red, como en el movimiento de un electrón libre en un campo magnético, 


e =constante, kz = constante, (57.3) 


teniendo el eje z la dirección del campo H. Las ecuaciones (57.3) definen la trayec- 
toria del electrón en el espacio k. Geométricamente es la línea de corte de la super- 
ficie de energía constante (k) por un plano perpendicular al campo magnético. 

Las superficies de energia constante pueden tener muchas formas diferentes.. 
Pueden incluir (en cada celda de la red recíproca) varias hojas desconectadas, que 
pueden ser de conexión simple o múltiple, abiertas o cerradas. Para ilustrar esta 
última diferencia es útil considerar una superficie de energía constante que continúa 
periódicamente a través de la red recíproca. En cada celda, existirán cavidades ce- 
rradas iguales; las superficies abiertas pasan continuamente a través de toda la red 
hasta el infinito.tf 

Las secciones de la superficie de energía constante están formadas por una 
infinidad de contornos. Entre ellos hay que incluir los contornos de las secciones 
de diferentes hojas de la superficie de energía constante y los de hojas repetidas 
en diferentes celdas. Si una hoja de la superficie de energía constante es cerrada, 
todas sus líneas de corte serán cerradas. Si la hoja es abierta, sus líneas de corte 
podrán ser cerradas o abiertas (es decir, continuas a través de la red recíproca). 

El comportamiento cuasiclásico del movimiento presupone también el que sea 
pequeña la probabilidad de la ruptura magnética, o variación discontinua del cuasi- 
impulso del electrón cuando pasa de un contorno a otro; daremos al final de la 
sección la condición para que sea pequeña dicha probabilidad. Por tanto, si se 
desprecia esta probabilidad, el electrón se mueve únicamente a lo largo de un con- 
torno en la superficie de energía constante. 

Consideremos con más detalle el movimiento a lo largo de trayectorias cerra- 
das en el espacio de los cuasiimpulsos. Es evidente que dicho movimiento es pe- 
riódico en el tiempo y podemos determinar su periodo del modo siguiente. Tomando 
la proyección de la ecuación (57.2) sobre el plano k,k, perpendicular al campo, 
se tiene 


dlg el H 


f Para evitar malas interpretaciones debemos mencionar que puede que sea imposible escoger la 
celda de la red recíproca de tal modo que todas las cavidades cerradas esencialmente diferentes (es decir, 
sin repeticiones periódicas) estén dentro de una celda y no corten sus caras. 
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en donde dl, = Y dk? + dk2 es un elemento de longitud de la órbita k. De aquí que 


ch dly 


t= ot 
lelH | v’ 


Si la trayectoria es cerrada, el periodo del movimiento viene dado por la integral 


ch f dhk 
lelH Y vi’ 


T = (57.4) 
tomada a lo largo del contorno completo. Esta expresión puede ponerse ahora en 
otra forma cuyo significado sea más obvio. 

Utilicemos el área S(e, k,) de la sección de la superficie de energía constante 
e = constante que corta el plano k, = constante. La anchura en este plano del 
anillo que limitan los contornos de e = constante y e + de = constante es en cada 
punto 


de _ de 
|Oe/0k , | B fiv, i 


de modo que el área del anillo es 


dS = de $ dlylho ,.. 


De aquí resulta que la integral en (57.4) es precisamente la derivada parcial 0S/0e. 
Así pues, el periodo del movimiento es 


UE OA (57.5) 


(W. Shockley 1950). Ahora resulta natural introducir la magnitud 


m* = (h?/27) 08/0e, (57.6) 


denominada la masa ciclotrónica del electrón en la red. La frecuencia de revolu- 
ción orbital del electrón se expresa en función de esta magnitud por 


wg = |e] H/m*c, (57.7) 
que difiere de la forma usual para la frecuencia de Larmor de los electrones libres 


en que su masa se ha sustituido por m*.j 


f En el caso de un electrón libre, la superficie de energía constante es la esfera e = hi?k*/2m. Sus sec- 


ciones rectas son círculos de área S = 71(2me/h? — kz?) y, por ello, la derivada vale OS/O€ = 21m/]h? y 
mn" = m. 
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Sin embargo, debemos resaltar que en el caso de electrones en una red la masa 
de ciclotrón no es constante, sino que es una función de s y k, y, por consiguiente, 
resulta diferente para los distintos electrones. Además, puede ser o positiva o ne- 
gativa, moviéndose el electrón en su órbita como una partícula con carga negativa 
o como un hueco con carga positiva, respectivamente. De acuerdo con ello hablamos 
de trayectoria de electrón o de hueco. 

Hasta ahora hemos estudiado la trayectoria de un electrón en el espacio k. 
Sin embargo, es fácil ver que existe una estrecha relación entre las trayectorias en 
el espacio de los cuasiimpulsos y en el espacio ordinario. La ecuación del movimiento 
(57.2) escrita en la forma 


ħdk = —|e| dr xH/c, 


da al integrar (con la selección apropiada del origen de las coordenadas r y de los 
cuasiimpulsos k) 


hk =-—|e¡rxHic. (57.8) 


A partir de aquí vemos que la proyección xy de la órbita en el espacio ordinario 
repite esencialmente la trayectoria k, difiriendo de ella únicamente en la orienta- 
ción y en la escala: se obtiene a partir de la trayectoria k mediante los cambios 


kx > —le| Hy/hc, k,— ei Hx!fic. 


Además, en el espacio ordinario existe un movimiento a lo largo del eje z con velo- 
cidad v, = 0e/hók,. Si la trayectoria en el espacio k es cerrada, en el espacio ordi- 
nario es una hélice con el eje a lo largo del campo. Si la trayectoria es abierta, tam- 
bién lo es su proyección sobre el plano xy en el espacio ordinario y, por consiguiente, 
el movimiento en este plano resulta infinito. 

Pueden añadirse algunos comentarios acerca del movimiento cuasiclásico de un 
electrón cuando se aplica a la red un campo eléctrico E constante y uniforme. La 
ecuación cuasiclásica Ák = eE da 


k = kọ +eEt/?. (57.9) 
La ley de conservación de la energía nos da a su vez 


e(k)—eE.r = constante. (57.10) 


Pero la energía s(k) toma valores en un margen finito Ae (anchura de banda); por 
consiguiente, se deduce de (57.10) que el movimiento de un electrón en un campo 
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eléctrico uniforme es finito en la dirección del campo: el electrón oscila en dicha 
dirección con amplitud Ae/| e | E. Si el campo es paralelo a un vector básico cual- 
quiera b de la red recíproca, el movimiento es periódico con frecuencia œw = 
= 2x | e | E/hb; cuando b ~ 1/a, tenemos hw, —|e| Ea. En el caso general de 
una dirección arbitraria del campo, el movimiento es cuasiperiódico. 

Finalmente consideremos la condición para que sea despreciable la ruptura 
magnética mencionada anteriormente. La probabilidad de transición de una trayec- 
toria (en el espacio k) a otra es, como es lógico, grande si estas trayectorias pasan 
en un punto cualquiera inusualmente cerca una de la otra. Esta situación surge 
cuando la trayectoria está próxima a una que se autointersecta o bien si pasa cerca 
de la intersección de dos hojas de la superficie de energía constante (es decir cerca 
de un punto de degeneración) la figura 14 muestra un esquema típico de trayectorias 


Fic. 14. 


en estos casos; el espacio prohibido ôk entre las trayectorias es pequeño en compara- 
ción con las dimensiones características de las órbitas consideradas como un todo 
y el radio de curvatura R, de las trayectorias cerca de sus puntos de máxima apro- 
ximación es en general del orden de dk. La transición desde una órbita a otra tiene 
lugar mediante efecto túnel cuántico. La probabilidad de este proceso es pequeña 
(exponencialmente) si ôk es grande en comparación con la distancia Ak, a lo largo 
de la cual la función de onda tiende a anularse en la región inaccesible clásicamente 
entre las trayectorias. 

Puede obtenerse una estimación de Ak, utilizando la analogía entre el movi- 
miento de un electrón en el campo magnético y el movimiento monodimensional 
en un campo potencial U(x). Se basa la analogía en el hecho de que, de acuerdo 
con (56.10), los operadores ĝ = £4ic/l|e| H y p = fik, obedecen a una regla de 
conmutación que es la misma que cumplen la coordenada y el impulso. Cerca de 
los puntos de máxima aproximación las trayectorias son parabólicas, como la tra- 
yectoria de fase (x, p) de un movimiento monodimensional en un campo uniforme 
(U = — Fx), cuya ecuación es p?/2m = Fx si se mide la coordenada x desde el 
punto de retorno. En el último caso, la función de onda disminuye a lo largo de la 
distancia Ax ~ (A*/mF)'? más allá del punto de retorno (ver MC, $ 24); teniendo 
en cuenta que el radio de curvatura de la trayectoria de fase R ~ (d?%x/dp?) ~ mF, 
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se tiene Ax — (/?/R) 3. Por la analogía mencionada, puede hallarse el Ak, que bus- 
camos haciendo los cambios Ax > ÁcAk,/| e| H, R > R,ħ| e| H/c. Así pues, tene- 
mos Ak, — (| e| H/hc)?'*(9k)'8, y la condición Ak, < ôk se reduce a 


le] H/hc < (Ók y. (57.11) 


$58. Niveles de energía cuasiclásicos 


Hemos visto que el movimiento clásico de un electrón en una red dentro de 
un campo magnético, a lo largo de una trayectoria cerrada en el espacio k, co- 
rresponde en el espacio ordinario a un movimiento que es finito en un plano per- 
pendicular a la dirección del campo H. Cuando pasamos a la mecánica cuántica, 
existen niveles discretos para cualquier valor fijo del cuasiimpulso longitudinal 
k,. Éstos se determinan mediante las reglas generales de la cuantización cuasi- 
clásica. 

Escojamos el potencial vector del campo magnético uniforme (a lo largo del 
eje z) en la forma A, = — Hy, A, = A, = 0. Entonces los componentes del cuasi- 
impulso generalizado son 


Kx = kx+|e] Hylch, K, =k, K= kz (58.1) 


La coordenada x es una variable ciclica y la componente x del cuasiimpulso genera- 
lizado se conserva, por tanto: 


Kx = kx+ |e| Hy/ch =constante. (58.2) 


De acuerdo con la regla de cuantización de Bohr y Sommerfeld (ver MC, § 48), 
podemos escribir la condición 


= $ K, d Si (58.3) 


en donde la integración ha de extenderse a todo el periodo del movimiento y n 
es un número entero positivo, supuesto grande. Sustituyendo aquí de (58.1) y 
(58.2) K, = k, y dy = — (ch]e | H |)dk, se tiene 


ch i 
Za e] H fe E as 


t Para el movimiento en un campo magnético uniforme, la integral $ K,:dr/2 n es una invariante adia- 
bática independiente de la selección del potencial vector, siendo K; la proyección del cuasiimpulso gene- 
ralizado sobre el plano perpendicular al campo; cf. Campos, $ 21. Con nuestra selección de A, la integral 
$ Kdx = Kx $ dx = 0, de modo que la invariante adiabática es la misma que la integral de (58.3). 
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en donde la integral se toma ahora a lo largo de una trayectoria cerrada en el es- 
pacio k. Esta integral coincide con el área encerrada por la trayectoria, es decir, 
el área S(e, k,) de la sección recta que corta sobre la superficie de energía constante 
el plano k, = constante, como se definió en $ 57. 

Así pues, tenemos finalmente 


S(e, k-) = 2a(| e! H/ch)n (58.5) 


(I. M. Lifshitz 1951, L. Onsager 1952). Esta condición determina implícitamente 
los niveles de energía e,(k,). Así pues, la banda de energía (cuyo número s se omite 
por brevedad) se compone de un conjunto discreto de sub-bandas de Landau, cada 
una de las cuales es un intervalo de niveles de energía que se distinguen por el valor 
de la variable continua k,. 

La condición de cuantización cuasiclásica puede refinarse incluyendo una co- 
rrección que equivale a adicionar un número del orden de la unidad al número 
cuántico grande n. La determinación de esta corrección exige una consideración 
del movimiento cerca de los «puntos de retorno» que forman los límites del inter- 
valo de integración en (58.3). 

Se determina la relación existente entre K, = k, e y sobre la trayectoria del 
electrón mediante la ecuación 

e(k) = (K-a y, kys k) = constante (58.6) 
para un valor dado de k, y son K,= constante; el punto de retorno y = yọ Se 
determina mediante la condición de que sea cero la velocidad v, = 0e/R0k,. Cerca 
de este punto, el desarrollo de (58.6) en potencias de y — y, da 


Je H / Os A S e e 
la) 0799 +7 (3g), =o 


en donde k, = k,(Yọ). A partir de aquí vemos que el punto de retorno se aproxima 
de acuerdo con una ley de proporcionalidad con la raíz cuadrada: 


Kky—Kyo = HAVY—)o; 


consideremos el caso particular en el que la región clásicamente inaccesible esté 
en y < Jo. Esta ley es la misma que la que rige la deducción normal de la correc- 
ción a la cuantización cuasiclásica (ver MC, 88 47 y 48). En consecuencia la regla 
corregida es 


S(e, k-) = 27 e| H/ch)ín+2). (58.7) 
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Como resulta claro a partir de la deducción, que se basa en el desarrollo de la 
función (58.6), es necesario para la validez de la regla de cuantización corregida 
que la trayectoria pase suficientemente lejos de los puntos singulares de la función 
e(k) (incluyendo los puntos de ramificación complejos). También es necesario que 
la condición cuasiclásica se satisfaga en todos los puntos cercanos a la trayectoria 
y en particular que la proyección xy de la velocidad 0e/0k no sea cero.j Finalmente 
debe recordarse que el hamiltoniano (56.7) sobre el que se basa toda la deduc- 
ción, es a su vez aproximado. Si la red tiene un centro de inversión, las correcciones 
al hamiltoniano son cuadráticas respecto al campo y no influyen en la condición 
(58.7), pero si no existe centro de inversión son lineales en H; en este último caso el 
término de corrección 4 en (58.7) carece de significado, puesto que la naturaleza 
aproximada del hamiltoniano implica un error del mismo orden.t 

El intervalo Ae entre dos niveles sucesivos corresponde a un cambio de una 
unidad en el número n grande. Por consiguiente, está determinado por 


ÁS = (08/08) Ae = 2r | e| H/hc. (58.8) 


Con la frecuencia clásica «w;, del movimiento periódico dada en (57.7) tenemos 


Je = hon. (58.9) 


Debe resaltarse que la frecuencia wy es a su vez función de e (y de k,). Por ello 
los niveles sucesivos de energía e, (para un k, dado) son estrictamente equidistantes 
como en el caso de los electrones libres (en donde es constante wy). 

El hecho de que los niveles de energía sean independientes de la magnitud K, 
que se conserva significa que son degenerados (como ocurre en el caso de los elec- 
trones libres en un campo magnético; ver MC, $ 112). Si imaginamos una red con un 
volumen grande pero finito V, el grado de degeneración es finito. El número de 
estados en el intervalo dk, con un valor dado de n es VAS-dk,/(270)3, siendo AS 
el área en el plano k, = constante comprendida entre trayectorias con números 
cuánticos n y n + 1. Esta área viene dada por (58.8) y así encontramos para el 
número requerido de estados 


Vdk, [el H (58.10) 
(2x)? ch ” 
el mismo que en el caso de los electrones libres. 
t Cerca de los puntos de aproximación anómala de dos trayectorias, esta condición coincide con el 
requisito de que sea pequeña la probabilidad de ruptura magnética. 
1 En el caso de electrones libres (ver la nota a $ 57) la condición (58.7) da 


e = hog(n+)+17k2/2m, wp =|el H/mc 


de acuerdo con la fórmula familiar de Landau para un electrón libre en un campo magnético (MC, $ 112). 
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La razón intuitiva para la degeneración de niveles en un campo magnético es 
que la energía es independiente de la posición espacial del centro de la órbita de 
Larmor del electrón. En el caso de un electrón libre de degeneración es exacta, 
pero para un electrón en una red únicamente puede ser aproximada: debido a la 
presencia de un campo eléctrico no uniforme (periódico), no son equivalentes las 
diferentes posiciones del centro de la órbita en la celda unidad de la red. Esto debe 
originar cierto desdoblamiento de los niveles de Landau. 

El tener en cuenta el spin del electrón hace que cada nivel se desdoble en dos 
componentes; si se desprecia el acoplamiento spin-órbita, estos componentes están 
separados (como los correspondientes a un electrón libre) por un intervalo cons- 
tante 28H, siendo f el magnetón de Bohr: 


Eno(kz) = Enlk2) +0 PH, o= +1. (58.11) 


Se tiene la misma situación cuando no se desprecia la interacción spin-órbita, 
si el cristal tiene un centro de inversión. En este caso, los estados del electrón en 
ausencia de campo son degenerados respecto al spin y el campo magnético elimina 
esta degeneración. Como resultado se obtiene la misma fórmula (58.11) sustituyendo 
B por BE, (k,) en donde ¿,(k,) representa la variación del momento magnético del 
electrón. 


$59. Tensor de masa efectiva del electrón en la red 


Consideremos un punto k = k, en el espacio k en donde la energía del electrón 
e,(Kk) tiene un extremo; por ejemplo, los puntos correspondientes a la parte superior 
e inferior de una banda. Si en este punto no existe degeneración (aparte de la po- 
sible degeneración de Kramers respecto al spin; ver el final de $ 55), la función e,(k) 
cerca de él tiene un desarrollo regular en potencias de la diferencia q = k — kọ 
Los primeros términos de este desarrollo son cuadráticos: 


esk) = es(ko) + 3271 irqiq. (59.1) 


El tensor m,,, inverso del tensor de los coeficientes m~t, en (59.1), se denomina 
tensor de masa efectiva del electrón en la red. Veremos cómo puede expresarse este 
tensor en función de elementos de matriz respecto a las funciones de Bloch Yo 
en el punto ko. 

Si se desprecia la interacción spin-órbita, el hamiltoniano del electrón tiene la 
forma (56.1). Sustituyamos en la ecuación de Schródinger con este hamiltoniano 
la función de onda en la forma 


Vs = EFt -r yy = e4-" dx. (59.2) 
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La ecuación se convierte entonces en 
h2 h h?g? 
[aeto [57 0084, | Psk = Es(K) Psx, (59.3) 


en donde $ = — ih J es el operador del impulso real. 

En la proximidad del punto k = k,, el vector q es una magnitud pequeña y puede 
considerarse la expresión entre corchetes de (59.3) como el operador de una per- 
turbación. En la aproximación de orden cero, cuando q = O, las funciones f,, son 
las mismas que las Yo- Por tanto, la teoría usual de perturbaciones nos permite 
expresar la corrección a la energía en función de los elementos de matriz respecto 
a estas funciones. 

Como k, es un punto extremal, no existe corrección lineal a q. Esto significa 
que las elementos diagonales de la matriz son 


(sko |p] sko) = 0. (59.4) 


Para determinar la corrección cuadrática en q, debemos tener en cuenta el término 
q? del operador de perturbación en la teoría de perturbaciones de primer orden 
y el término q en el segundo orden. Esto conduce a la fórmula (59.1) para e,(k) 
en donde 


Ôik 1 , (pdss (Dr)s's F (Di)ss (Piss : 
mtm ee O O 


la suma se realiza para todo s' % s.t Para simplificar la notación, se escriben de 
ahora en adelante los elementos de matriz sin el subíndice diagonal kọ: Pss = 
= <sko | p| s'kọ>. Cuando existen bandas cerradas (es decir, pequeñas diferencias 
E — €,), el segundo término de (59.5) puede ser grande en comparación con el 
primero y las masas efectivas son entonces pequeñas en comparación con m. 

A continuación supongamos que se aplica al cristal un campo magnético uni- 
forme H. De acuerdo con (56.7) se obtiene el hamiltoniano que actúa sobre funcio- 
nes de los cuasiimpulsos generalizados Q sustituyendo en (59.1) a q por el operador 


mi gy = 


â = Q—eÂ/hc, Â = +4Hxið/ðQ. (59.6) 
Como es natural, el hamiltoniano resultante 
BO = es(kp) +3 AM ik Âiĝk (59.7) 


t La suma respecto a k’ no aparece, puesto que de acuerdo con (55.15) el impulso p = mv sólo tiene 
elementos de matriz diagonales en k, de modo que todos los estados intermedios pertenecen al mismo 
cuasiimpulso kọ. 
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es válido únicamente en el mismo intervalo de energías que la fórmula original 
(59.1). Esto significa que, igual que la condición (56.3) para que sea débil el campo, 
se supone que los niveles de Landau considerados no son demasiado elevados. 
En este sentido han de considerarse como pequeñas las magnitudes q y Q; el aumento 
del potencial realiza el efecto de que, incluso en un campo débil, no podamos supo- 
ner que À sea pequeño en comparación con Q. 

Los términos siguientes del hamiltoniano después de (59.7) contienen el campo 
H en la forma «pura» (es decir, sin que le acompañen los operadores 9/00). Dichos 
términos no pueden hallarse de forma simple mediante consideraciones de invarian- 
cia «gauge». Determinemos el primero de estos términos, que es lineal en H. Debido 
a la pequeñez relativa de esta corrección, podemos calcularla con Q= 0. 

Investiguemos en primer lugar este problema sin la interacción spin-órbita. 
El término de interés, lineal en H, sólo puede proceder del término lineal en A del 
hamiltoniano exacto original (56.2) del electrón, es decir, promediando respecto 
a la función de onda Yo la expresión 


—(e/2mcXP.A+A.P) = —(e/mo)A.p; (59.8) 


la igualdad depende de la transformación «gauge» ya escogida, con divA = 0, 
Esto añade al hamiltoniano (59.7) el término 


HO =—M.H, (59.9) 
en donde 
M = (e/2mc)Xsk, |r Xp | sko) (59.10) 


es precisamente el valor medio del momento magnético del electrón en el estado 
skọ Debemos resaltar que la corrección (59.9) puede adicionarse al hamiltoniano 
(59.7) sin ningún temor de que su influencia ya se haya tenido parcialmente en cuenta 
por la sustitución (59.6): los términos lineales en H en (59.7) no aparecen cuando 
Q =0. 

Desarrollemos la expresión (59.10) mediante la regla de multiplicación de ma- 
trices, utilizando el hecho de que según (59.4) p no tiene elementos diagonales: 


Ms = zir E MO hor (Pd (Lose (ee 


(y análogamente para M, y M.,); la corrección al hamiltoniano (59.7) se expresa, 
como debería ser, en función de los elementos de matriz del operador $2. Utili- 
zando la relación 


Ny, = Pys/ ¡(es — Es), 
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podemos poner M en la forma 


ie , (Pads (Py)ss— (Dy)ss (Pz)ss 
Ms = mc Ly A) E Y) IC (59.11) 


Si el cristal tiene un centro de inversión, M es cero y, por consiguiente, lo mismo 
le ocurre a la corrección total (59.9): si se produce la inversión simultánea temporal 
y espacial, permanece sin variar el estado del electrón (si se ignora el spin) y por 
tanto resulta sin cambio el segundo miembro de (59.11), mientras que el momento 
magnético debe cambiar de signo bajo esta transformación. 

Incluyamos ahora la interacción spin-órbita en el cristal sumando el hamilto- 
niano (56.11) el término de spin-órbita Ĥ„ de (55.17). Esto modifica el término 
lineal en q de la ecuación (59.3): se sustituye el operador f de este término por 


R = P+(12/4m2c2) a x VU. (59.12) 


El operador % tiene un significado físico sencillo: al conmutar directamente el ha- 
miltoniano (incluyendo H,) con r, en ausencia de un campo magnético, se tiene 


î = R/m. (59.13) 


Análogamente en presencia de un campo magnético y haciendo la sustitución 
usual f > f — eA/c en el hamiltoniano original (incluyendo Ĥ,) vemos que el 
término lineal en A tiene la forma — eĝĉ:A/mc, que difiere de (59.8) únicamente en 
que se ha sustituido ĵ por 7. El momento magnético (59.11) debe suplementarse 
con el momento magnético del spin del electrón libre, lo que da 


Mx = Písky | cx| sko) + a y (r)i (Ty) — (ty) (Cz) (59.14) 
me F Es — Es 

Con la inclusión de la interacción spin-órbita, el segundo término de esta expresión 
no es nulo ni aunque tenga centro de inversión el cristal: la inversión temporal 
y espacial simultánea origina un estado con sentido del spin opuesto de modo que 
la expresión completa (59.14) debe reducirse al valor medio del operador Pa,£ (q), 

si cambia de signo bajo esta transformación; cf. (56.12). 
Calculemos el tensor £,, para el caso en el que pueda considerarse como una 
perturbación la interacción spin-órbita.j Podemos volver a escribir (55.17) como 


Ma =05.% Q = (i?/4m2c?) JUX V. (59.15) 


t La expresión (55.17) para Hs] es el primer término de un desarrollo en potencias del cociente rela- 
tivista (v/c)? y, por consiguiente, es siempre en cierto sentido pequeña. Sin embargo, su pequeño valor 
resulta carecer de importancia para la aplicación de la teoría de perturbaciones en una banda particular. 
De aquí que Hsi, en el problema que estamos considerando, no puede considerarse siempre como una 
pequeña perturbación. 
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Considerando a (59.9) y (59.15) como una perturbación, hallamos la corrección 
a la energía con la teoría de perturbaciones de segundo orden, reteniendo única- 
mente los términos cruzados de (59.9) y (59,15). Esta corrección (que es todavía 
un Operador, una matriz respecto a las variables de spin) tiene la forma (56.12) 
viniendo dado el tensor £,, por 


1 i)s L s's L s. i)s's 
Es = d+> 2 des des der (59.16) 


en donde AĈ =r x f. 

El análisis anterior está relacionado con estados que no son degenerados (ex- 
cepto por lo que se refiere al spin). Si existe degeneración en k = k,, la energía 
ha de determinarse estableciendo la ecuación secular que tiene en cuenta la per- 
turbación [el corchete de (59.3)] hasta los términos de segundo orden, es decir, 
de acuerdo con MC (39.4). Las propiedades de la ecuación secular resultante de- 
penden de la simetría en el punto k,. Volveremos a este tema en $ 68. 


PROBLEMA 


Hallar los niveles energéticos cuasiclásicos para una partícula con la relación de dispersión 
cuadrática (59.1) en un campo magnético que actúa en una dirección cualquiera. 
SOLUCIÓN. Reduzcamos el tensor my a la forma diagonal y midamos la energía y el impulso 
desde un punto extremal, por ejemplo el mínimo. Entonces 
1 k ki k 
e(k) = — 7? (+ +2, 1 
(k) 7 m n ah (1) 
en donde m,, ma y m; son los valores principales del tensor m; (y son magnitudes positivas). Sea n 
un vector unidad en la dirección del campo H; entonces 


k, = n.k = 11k,+n29k2+n3Kk3, (2) 


en donde n,, n y ng son los cosenos directores del campo respecto a los ejes principales del tensor 
Mix. Tenemos que hallar el área S de la parte del plano (2) que cae dentro del elipsoide (1); puede 
escribirse como la integral 


S = f ôln . k— k,) d3k, (3) 


extendida al volumen del elipsoide (1). Cambiando de variables k; = (2em;)/? q,, se lleva la 
integral a la forma 


S = (2e)?! h-3{mımam;)"? f Sy .q— k,) d?q, 


t Sea f(x, y, z) = constante una familia de superficies que ocupan un determinado volumen. La dis- 
tancia dl entre dos de estas superficies, infinitamente próximas entre sí, es dl = af] | Vfl, y el volumen 
entre ellas es dV = S( f )dl, en donde S(f) es el área de la superficie que tiene un determinado valor de f. 
Multiplicando la ecuación S(f )df = ¡Vf | dV por la función delta ô( f) e integrando respecto al volumen 
y df, encontramos que el área de la superficie fx, y, z) = 0 es S(0) = f! VF1Ó(f)d*x. En nuestro caso 
IVf] = 1 y esto da la ecuación (3). 
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en donde el vector ven el espacio q tiene los componentes v; = (2em,)!/? n¿/h y la integración sé 
extiende al volumen de la esfera q? = 1. La integración se lleva a cabo fácilmente en coordenadas 
polares cilíndricas con el eje a lo largo de V y se tiene 


Ste, k.) T (Q1/h?) my (e— 1*k2/2m/), 


en donde 


van 2 2 
mı = mini + moni + mg3H3, 


mı = (mimamg/m,)*”. (4) 


Sustituyendo en (58.7) se tienen los niveles energéticos 


Lee (+3) o 


n+ -> 2m, ` 


Ek) = > 


$60. Simetría de los estados del electrón en una red dentro de un campo magnético 


En esta sección consideraremos las propiedades generales exactas de la simetría 
de traslación de las funciones de onda de un electrón de Bloch en un campo magné- 
tico, que no dependen de ninguna aproximación (tal como la condición para que el 
campo sea débil o la condición cuasiclásica). 

La aplicación de un campo magnético uniforme no influye sobre la simetría 
de traslación del sistema, que permanece espacialmente periódica. No obstante, 
existe una característica distintiva que consiste en que el hamiltoniano del electrón 
(56.2) no pierde su simetría debido a que en él no interviene la intensidad del campo 
H constante sino el potencial vector A(r) que depende de las coordenadas y es perió- 
dico. 

La no invariancia del hamiltoniano complica naturalmente la ley de transfor- 
mación para las funciones de onda bajo la traslación. Tomemos el potencial vector 
del campo uniforme en la transformación «gauge» 


A=%Hxr, (60.1) 
y sea y(r) una función propia del hamiltoniano (r). Bajo la traslación r > r + a 
(en donde a es uno cualquiera de los vectores de la red básica), esta función se trans- 


forma en y(r + a) y es entonces una función propia del hamiltoniano Á(t + a) 
que no es el mismo que H(r) porque ha cambiado el potencial vector: 


A(r) > A(r+a) = A(r)+4H xa. 


290 Electrones en la red cristalina 


Para hallar la ley de transformación requerida debemos volver al hamiltoniano 
original mediante la transformación «gauge» 


A=>A+vf, f=-—ÍHxa.r. 


La función de onda se transforma entonces de acuerdo con (56.4); Y > y exp 
(ief/Kc). Designando el resultado de todas estas operaciones por T,w(r), se halla así 


Île) = y(r+a)exp (4ir.h xa), (60.2) 


en donde h = | e | H/hc; T, se denomina operador de traslación magnético. Si (r) 
es una solución de la ecuación de Schrödinger Ĥ (r)y = ep, entonces (60.2) es una 
solución de esta ecuación para la misma energía e (R. E. Peierls 1933). A partir 
de la definición se encuentra fácilmente que 


TT, = Tavola, a), œ(a, a”) =exp(—+ih.axa'). (60.3) 


Cuando se intercambian a y a”, cambia de signo el exponente del factor w(a, a”) 
y, por tanto, los operadores 7, y Î, en general no se conmutan: 


TT yv = TT, exp ( =R ih .2 xX a’). (60.4) 


Así pues, el producto de dos operadores Î, y T. difieren generalmente en un 
factor de fase del operador 7... En términos matemáticos, esto significa que los 
operadores T, dan una representación proyectiva y no ordinaria del grupo de tras- 
lación; la base de estas representaciones está formada por las funciones de onda 
de los estados estacionarios de un electrón de Bloch en un campo magnético.t 
En consecuencia la clasificación de los niveles de energía debe basarse sobre las 
representaciones proyectivas irreducibles del grupo de traslación, del mismo modo 
que, en ausencia de campo, se basan en las representaciones irreducibles ordinarias 
de este grupo. 

El grupo de traslación es abeliano (todos sus elementos se conmutan) y, por tanto, 
todas sus representaciones ordinarias irreducibles son monodimensionales. La 
función base y de cada representación está simplemente multiplicada por un factor 
de fase bajo la traslación; en el caso de dos traslaciones sucesivas, este factor debe 
ser igual al producto de factores de cada traslación por separado. Esto significa que 


Tay == eik.ay, 


t Ya han aparecido representaciones proyectivas de grupos en la parte 1, 8134. Las representaciones 
proyectivas de un grupo G son aquellas dadas por operadores Ĝ tales que las relaciones entre ellos son las 
mismas que las existentes entre los elementos correspondientes de G excepto únicamente en unos factores 
de fase: si GiG: = G, tenemos para los operadores G,G,=«w,,G,, en donde (»;, únicamente necesita 
tener un módulo unidad. 
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en donde k es un vector constante, el cuasiimpulso del electrón, que es el pará- 
metro que clasifica las representaciones irreducibles. 

Puede hacerse una clasificación completa de las representaciones proyectivas 
irreducibles del grupo de traslación (E. Brown 1964, J, Zak 1964) si el campo mag- 
nético satisface a la condición 


h = 4xpay/qu, (60.5) 


en donde p y q son dos enteros cualesquiera primos entre sí y az es uno de los tres 
vectores básicos a,, az y az de la red escogidos arbitrariamente; v = a, X agaz 
en el volumen de la celda unidad de la red. Así pues, el campo magnético debe tener 
la misma dirección que uno de los vectores de la red y hv/47xaz debe ser un número 
racional. Multiplicando (60.5) por a, X a, podemos escribir también esta condición 
como 


h.a, xa, = 4xp/q. (60.6) 


Para clasificar las representaciones proyectivas irreducibles del grupo de tras- 
lación es importante señalar que podemos seleccionar un subgrupo dentro de este 
grupo (el subgrupo magnético) respecto al cual la representación es ordinaria y no 
proyectiva. Con la condición (60.6) dicho subgrupo es el conjunto de traslaciones 
de la forma 


Am = N19, + 1,94) + Ngaz (60.7) 


con coeficientes enteros n,, nz y nz. En efecto, cuando el vector h tiene la dirección 
de az y satisface la condición (60.6) para todas las traslaciones de esta forma, el 
exponente de (60.3) es cero o un múltiplo de 2x, de modo que todos los factores 
w(a, a”) = 1.1 El conjunto de traslaciones (60.7) forman una red con vectores bå- 
sicos a,, qaz, az que podemos denominar la red magnética. La red recíproca magné- 
tica correspondiente tiene vectores básicos b}, b»/q, bz en donde b,, b,, b¿ son vec- 
tores básicos de la red recíproca original. 

Las representaciones ordinarias irreducibles del subgrupo magnético, como las 
del grupo de traslación completo, son monodimensionales; se caracterizan por los 
vectores de onda K (cuasiimpulsos), con la propiedad de que todos los valores 
no equivalentes de los mismos están dentro de una celda de la red recíproca mag- 
nética. 


f La selección del subgrupo magnético no es en general única: en lugar de (60.7) podemos tomar 
cualquier conjunto de traslaciones de la forma am = n,q,2, + Magoa: + nza en donde q, y q: son enteros 
tales que qq» = q. 
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Sea y® la función base de una de estas representaciones con cuasiimpulso 
k®= K. Para esta función 


Tap POE) = eK -am Yr). (60.8) 
En una traslación a lo largo del vector básico a, (que no está en el subgrupo mag- 
nético) obtenemos a partir de y® una función y(% con un cuasiimpulso diferente. 
Para determinar este último, utilizaremos (60.4) y (60.8) para escribir 
Pan YO = Ta, Ta, POC) 
= exp (— ih . am X a2) T; Ta, ye) 
= exp {— iam 22 Xh + iam -KOY Ta, YO(r) 


o, finalmente, 
Pan POT) = e? -an yO(r), 
en donde 
k = k0—a,xh = K—2(p/q) b; 


en la última ecuación hemos sustituido (60.5) y el vector de la red recíproca b, = 
= 2119, X az/v. A continuación debemos considerar separadamente los casos par 
o impar de q. t 

Supongamos q impar. Repitiendo q — 2 veces más la traslación a lo largo de a». 
obtenemos un total de q funciones diferentes con cuasiimpulsos 


k0 = K, k% = K-2p/g)b,, ..., K% = K-2 2, (60.9) 


Restándole un múltiplo entero apropiado del vector b,, estos valores se convierten 
(en cierto orden) a los valores 


k=K, K+b/g K+2b,/g,..., K+(q-1)b/g. (60.10) 


Estas q funciones forman una representación proyectiva irreducible q-dimensional 
del grupo de traslación. Obtenemos todas las representaciones no equivalentes 
cuando K toma valores en una celda con aristas b,/q, bə/q, bz; los cuasiimpulsos 
kW; kG,..., toman entonces valores en una celda con lados b,, by/q, bz. 


t Cuando q = 1, el subgrupo magnético coincide con el grupo completo de traslación. Así pues, 
si h es un múltiplo entero de 47xa3/v, las representaciones proyectivas irreducibles del grupo de traslación 
son las mismas que las representaciones irreducibles ordinarias y los estados de los electrones se clasi- 
fican del mismo modo que en ausencia del campo. 
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Supongamos ahora que q es par. Entonces en la secuencia (60.9), el valor de 
orden (4q + 1), igual a K — pb,, difiere de K únicamente en un múltiplo entero 
del vector de la red recíproca b}. Así pues, existen únicamente 4q valores de k no 
equivalentes, que vienen dados por (60.10) sustituyendo q por 4q. Por tanto en 
este caso las representaciones irreducibles son +q-dimensionales y K toma valores 
en una celda con aristas 2b,/q, b./q, bz. 

Estos resultados nos permiten formular la siguiente conclusión acerca de la 
forma en que varía el espectro energético del electrón en la red cuando se le aplica 
un campo magnético que satisface la condición (60.5). En ausencia del campo, el 
espectro se compone de bandas discretas de energía, en cada una de las cuales su 
energía e(k) es función del cuasiimpulso, el cual toma valores en una red recíproca. 
Cuando se aplica el campo, la banda se desdobla en q subbandas, en cada una de 
las cuales todos los niveles de energía son q veces o 4q veces degenerados, según 
que q sea impar o par. La energía en la subbanda puede expresarse como una fun- 
ción (K) del vector K, en el que este último toma valores en 1/q? o 2/q? de la celda 
de la red recíproca, según q sea impar o par. 

La descripción dada anteriormente en un cierto sentido extremadamente sensi- 
ble al módulo y dirección del campo magnético. En efecto, existen valores de H 
arbitrariamente próximos al valor que satisface (60.5) con ciertos valores de p y q, 
que satisfacen la misma condición con un valor mucho más elevado de q, de modo 
que, mediante un cambio infinitesimal del campo, puede crecer indefinidamente el 
número de subbandas. Sin embargo, debe resaltarse que esto no implica una ines- 
tabilidad análoga en las propiedades físicas observables. Éstas quedan determi- 
nadas no por la estructura específica de las bandas, sino por la distribución del 
número de estados entre intervalos de energía pequeños pero finitos y esta distribu- 
ción sólo cambia ligeramente con el campo, debido a que lo que varía notablemente 
no es la energía de los estados sino únicamente su clasificación como resultado del 
intervalo de definición del cuasiimpulso. 


$ 61. Espectros electrónicos de los metales normales 


En los cristales reales de metales normales (no superconductores), los electrones 
forman un líquido de Fermi cuántico del tipo descrito en el capítulo 1. No obstante, 
aparecen ciertas diferencias porque este líquido no es isótropo «libre» sino un lí- 
quido en el campo periódico anisótropo de la red. 

Del mismo modo que el espectro de energía de un líquido de Fermi libre tiene 
una estructura semejante a la de un gas ideal de Fermi, así el espectro del líquido 
de Fermi de electrones en un metal tiene una estructura semejante a la de un «gas 
en la red» ideal. La aparición del cuasiimpulso como una magnitud que se conserva 
se debe únicamente a la periodicidad espacial del sistema (igual que la conservación 
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del impulso real es una consecuencia de la completa homogeneidad espacial). Por 
consiguiente, resulta natural que se apliquen las propiedades enumeradas en $ 55 
a la clasificación de niveles en el espectro de un líquido de electrones en un metal, 
representando ahora las cuasipartículas el papel de las partículas (electrones). 

En el cero absoluto, las partículas de un gas de Fermi ideal en un campo pe- 
riódico ocupan todos los niveles más bajos, con energías e hasta un valor límite 
€p (que es igual a su potencial químico y a T = 0), determinado por la condición 
de que el número de estados con e < e? sea igual al número total de electrones 
Las bandas de energía en las que e,(k) < e, para todo k están completamente ocu- 
padas; aquellas con e,(k) > e, están vacías y aquellas en las que tiene una solu- 
ción la ecuación 


E(k) = er (61.1) 


están ocupadas parcialmente. La ecuación (61.1) determina en el espacio k la su- 
perficie límite de Fermi que (para cada banda) separa los estados llenos de los vacíos. 

Análogamente, en un metal real existe una superficie en el espacio k que separa 
la región de los estados de cuasipartícula que están llenos (a T = 0) de los esta- 
dos sin ocupar; a un lado de dicha superficie las energías de las cuasipartículas 
€ > ep y al otro lado € < £p. Sin embargo, el concepto de cuasipartículas en un 
líquido de Fermi tiene sólo un significado real cerca de la superficie de Fermi, en 
donde el decaimiento de las excitaciones elementales es relativamente ligero (ver 
$ 1). De aquí que la idea de bandas de energía ocupadas que aparece en la descrip- 
ción del espectro de un gas de Fermi ideal no tiene un significado literal en el lí- 
quido electrónico real. 

Las cuasipartículas próximas a la superficie de Fermi se denominan electrones 
de conducción. Su energía es en general una función lineal del cuasiimpulso; análo- 
gamente a (1.12), tenemos 


e(k)— er ~ A(k— kr). vr, (61.2) 
en donde kp es un punto de la superficie de Fermi y 


hyp = (Oc/OK)k -ky (61.3) 


da la velocidad de los electrones de conducción en dicho punto.t 
Cerca de la superficie de Fermi debe existir también una «zona de transición» 
en la distribución de los electrones de conducción a temperaturas no nulas. De 


t Como es natural al líquido de electrones de una red cristalina no se le aplican las fórmulas como la 
(2.11) para la masa efectiva, deducida en § 2 para el líquido de Fermi «libre» mediante consideraciones 
de invariancia galileana. 


Electrones en la red cristalina 295 


aquí se deduce que para que sea válida la teoría del líquido de Fermi ha de cumplirse 
la condición T < hk,0p, en donde kp y Vp son los valores característicos que co- 
rresponden a las dimensiones de la superficie de Fermi y a la velocidad en ella. Los 
valores de kp son normalmente del mismo orden de magnitud que los de la celda 
de la red recíproca, de modo que kp ~ 1/a; se presenta una excepción en el caso 
de los semimetales (ver más adelante). Poniendo también como valor estimado 
Vp ~ hkp[m, se obtiene la condición T < 10%-10% K, que siempre se satisface en 
la práctica. 

Casi todos los metales tienen redes cristalinas con un centro de inversión. De 
acuerdo con el estudio realizado al final de $ 55, todos los niveles energéticos de los 
electrones de conducción (con k dado) son doblemente degenerados respecto al 
spin (los metales a que se refería no eran ni ferromagnéticos ni antiferromagnéticos). 

La forma y configuración de la superficie de Fermi son características impor- 
tantes de un metal determinado cualquiera. En los diversos metales son en general 
muy diferentes y complicados. La superficie de Fermi puede estar compuesta por 
varias hojas separadas que pueden estar simple o múltiplemente conectadas, abier- 
tas o cerradas; cf. la discusión sobre las superficies de energía constante en $ 56. 

Las hojas cerradas de la superficie de Fermi pueden dividirse en dos clases, 
de acuerdo con la forma que den a los límites de las regiones de estados llenos 
(a T = 0) o vacíos de cuasipartículas (en el primer caso e < £p dentro de la cavidad, 
en el segundo caso £ > £p). Sin embargo, ambos casos pueden describirse de manera 
semejante si suponemos en el segundo caso que la cavidad «vacia» está llena con 
«cuasihuecos»; se describe entonces la transición del sistema al estado excitado 
como una transición de cuasihuecos desde el interior hacia el exterior de la super- 
ficie de Fermi. La propia superficie de Fermi se dice entonces que es del tipo hueco 
en contraste con el tipo electrón del primer caso.f La diferencia física entre los dos 
tipos de cuasipartículas (electrones y huecos) se ve claramente cuando se mueven 
en campos externos. Por ejemplo, todas las secciones de una superficie de Fermi 
tipo hueco (o tipo electrón), que determinan las trayectorias cuasiclásicas en el caso 
del movimiento en el interior de un campo magnético, son del tipo hueco (o elec- 
trón) según se definieron en $ 57. 

En un líquido de Fermi «libre» isótropo, como el considerado en $ 1, la super- 
ficie de Fermi era una esfera cuyo radio se determinaba mediante la densidad del 
líquido de acuerdo con el teorema de Landau (1.1). En el caso del líquido de elec- 
trones en un metal es válida una relación análoga, pero la naturaleza específica de 
las propiedades que se derivan de la periodicidad de la red originan algunos cam- 
bios en su formación. 


t Sin embargo, debemos resaltar para evitar malas interpretaciones que el término «hueco» no se 
utiliza aquí en el mismo sentido que en el método alternativo (ver al final de $ 1) para describir el espectro 
de un líquido de Fermi; en aquel caso los huecos eran simplemente lugares vacíos formados en la región 
llena por la excitación del sistema. 
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Se expresa de modo conveniente el número de electrones en el metal por celda 
de red unidad. Sea n el número total de electrones de los átomos de una celda uni- 
dad de la red y tp el volumen total por celda de la red recíproca en el lado de la 
superficie de Fermi que se ve ocupado (es decir, en la parte en que £ < gp). La pa- 
labra «total» significa aquí que si las regiones ocupadas correspondientes a hojas 
diferentes de la superficie de Fermi se solapan parcialmente, todavía deben com- 
binarse con independencia unas de otras. El volumen Tp se medirá en unidades del 
volumen propio de la celda de la red recíproca y el punto que acabamos de seña- 
lar sobre las regiones que solapan significa que el tp así definido puede superar a la 
unidad. 

La proposición exigida (teorema de Luttinger) que ha de sustituir al teorema 
de Landau ($ 20) en el caso de un total, se expresa como 


n:e = 2tp = n— 2l (61.4) 


siendo / un número entero (> 0). En el modelo de un gas ideal en una red, este 
número tiene un significado simple: la ocupación completa de cada banda corres- 
ponde a dos electrones en la celda de la red recíproca (debido a los dos estados 
de spin) de modo que 2/ en el número de electrones que ocupan las / bandas infe- 
riores y n — 21 es el número de electrones en las bandas parcialmente llenas, la fór- 
mula (61.4) expresa el resultado, que no es trivial en absoluto, de que sigue siendo 
válida una situación semejante cuando se tiene en cuenta la interacción entre elec- 
trones.f Según la definición de lo que es un metal, el número entero n, no es cero. 

Supongamos que sólo existen hojas cerradas (tipo electrón y tipo hueco) de 
la superficie de Fermi de un metal; sean 1% y La las contribuciones a Tp de las 
cavidades de electrones y huecos individualmente: 


tr = Y) 104 Y 19; 
S S$ 


la suma se extiende a todas las hojas tipo electrón y tipo hueco, respectivamente. 
La cantidad t® es el volumen de la cavidad tipo electrón y 1 — e es el de la cavi- 
dad tipo hueco. Los números de cuasipartículas electrón y hueco son 


n_=2Y 71% n} =2)Y (1-10). 


Cuando n es par (y, por tanto, n, par), pueden presentarse casos en los que n, sea 
igual al doble del número de cavidades tipo hueco. Entonces se encuentra fácil- 
mente que la ecuación (61.4) se reduce a 


n- = n4. (61.5) 


i ł Para una deducción rigurosa de este resultado, ver J. M. Luttinger, Physical Review 119, 1153, 
1960. 
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Los metales que tienen números iguales de cuasipartículas y cuasihuecos se dice 
que están compensados. 

Debe señalarse que, cuando se satisface la ecuación (61.5) exactamente, los pro- 
pios n_. y n, pueden ser arbitrarios y en particular pueden ser arbitrariamente pe- 
queños. En estos casos, cuando son muy pequeños los volúmenes de todas las cavi- 
dades de la superficie de Fermi (en comparación con el volumen de una celda de 
la red recíproca), se dice que la sustancia es un semimetal. + Sin embargo, existe 
un límite inferior al número de electrones de conducción, por debajo del cual el 
espectro electrónico del tipo de metal considerado se hace inestable y no puede 
existir (ver el final de $ 66). 

En el caso de un metal las magnitudes termodinámicas constan de dos partes: 
la parte de la red y la de los electrones. La relación con la temperatura de esta última 
está determinada por las cuasipartículas en la proximidad de la superficie de Fermi 
(relación de dispersión (61.2)]. La naturaleza de esta relación como es natural 
resulta ser la misma que la de un gas ideal de Fermi o la de un líquido isótropo 
de Fermi (cf. $ 1); la única diferencia en la formulación se debe al número diferente 
de estados de cuasipartículas cerca de la superficie de Fermi, que deja de ser una 
esfera. 

Sea vde el número de estados (por unidad de volumen del metal) dentro de un 
intervalo de energía de. El elemento de volumen en el espacio k entre superficies de 
energía constante infinitamente próximas correspondientes a energías £p y £p + de 
es df de/hv,, en donde df es un elemento de área sobre la superficie de la esfera y vp 
es el módulo del vector v = (1/A)0e/0k normal a la superficie. De aquí que 


z | f (61.6) 


gig Quay | Avr’ 


en donde la integración se extiende a todas las hojas de la superficie de Fermi den- 
tro de una celda de la red recíproca; en el caso de una superficie de Fermi abierta, 
las caras de la propia celda no forman parte, como es natural, del intervalo de in- 
tegración. 

La magnitud (61.6) reemplaza en las magnitudes termodinámicas a la expresión 
que en el caso de un gas de partículas libres (con una superficie de Fermi esférica) 
era 


2 Anp? MPF 


Qu? ppm m` 


ł Por ejemplo, en el bismuto n_ = ny ~ 1075. 
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Por ejemplo, la parte de los electrones del potencial termodinámico Q de un 
metal es (cf. Parte 1, $ 58) 


Q, = Que — tnr VT, (61.7) 


en donde Q, es el valor del potencial a T = 0. Considerando el segundo término 
de (61.7) como una corrección pequeña a 2e, podemos escribir una fórmula semejante 
para el potencial termodinámico ®, mediante el teorema de los incrementos pe- 
queños: 


D. = Doe = 4 TVF VT?, (6 1 .8) 


en donde vp y V se suponen ahora que están expresados en función de P (en la 
aproximación «cero», es decir a T = 0). 
Determinando la entropía a partir de (61.8) y de ella el calor especifico, se tiene 


Ce = tnp YT. (61.9) 


La parte de la red del calor específico es proporcional a T? (a temperaturas peque- 
ñas comparadas con la temperatura de Debye O); de aquí que a temperaturas su- 
ficientemente bajas, resulta predominante la contribución de los electrones al calor 
específico. + 

Por la misma razón, la contribución de los electrones a la dilatación térmica 
del metal resulta predominante en este margen de temperaturas. Determinando a par- 
tir de (61.8) el volumen V = 00D/0P y de aquí el coeficiente de dilatación térmica q, 
tenemos 


1 /0V n? AV») 


gal SeT o 61.10 
j v (er), 3Y aP DES 


Además, como también en el intervalo T > O (ver parte 1, $ 67), el cociente 


aV/C =-—0log (V»p)/0P 
es independiente de la temperatura. 


t El parámetro pequeño del desarrollo de (61.9) es el cociente T/ep; en el calor específico de la red 
es T/O; así pues, las dos partes del calor específico resultan comparables cuando T? ~ Ole p. 
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$ 62. Función de Green de los electrones en un metal 


El estudio realizado en $$ 56-58 se relaciona con el movimiento de un electrón 
en una red a la que se le aplica un campo magnético externo. Ahora veremos que 
los resultados obtenidos permanecen siendo válidos en el caso de cuasipartículas 
(electrones de conducción) en el líquido electrónico de un metal real; únicamente 
existe cierto cambio en las definiciones de las magnitudes que aparecen en las re- 
laciones (Yu. A. Bychkov y L. P. Gor'kov 1961 y J. M. Luttinger 1961). El forma- 
lismo de la función de Green es adecuado para un estudio general del líquido de 
electrones. 

En el capítulo II se ha desarrollado este formalismo para el caso de un líquido 
de Fermi «libre». Veremos ahora como debe modificarse cuando se trata de un 
líquido en una red. 

La función de Green en el caso de un líquido de electrones (a T = 0) se define 
en función de los operadores y de Heisenberg de los electrones mediante la misma 
fórmula (7.9), en donde la operación de promediar se realiza respecto al estado 
fundamental del metal. Debido a la homogeneidad del tiempo, esta función depende 
de los argumentos f, y tą únicamente a través de la diferencia t = t, — tz. Sin em- 
bargo, la homogeneidad espacial se ve ahora destruida por la presencia del campo 
de la red, que es externo al líquido. De aquí que la función de Green no dependa 
únicamente de la diferencia r} — rə. Todo lo que podemos decir es que resulta in- 
variante bajo un desplazamiento simultáneo de r} y r, en el mismo vector básico 
de la red escogido arbitrariamente. En lo que sigue consideraremos la función de 
Green en la representación w, r, es decir utilizaremos sus componentes de Fourier 
respecto a t, Guelo; r,, ro). Esta función nos permite en principio determinar el 
espectro de energía del líquido de electrones en el metal. Repetiremos (sin llevar 
a cabo de nuevo todos los cálculos) los razonamientos de $ 8 de la forma en que se 
aplican al caso presente. 

Se ha visto en $8 que la homogeneidad del sistema permite una determinación 
completa de la dependencia que existe entre las coordenadas y los elementos de 
matriz de los operadores y y así se ha obtenido la formulación de una expresión 
general para la función de Green en la representación espacio-tiempo en la forma 
(8.5), (8.6); a partir de ellas podemos pasar a la representación de los impulsos 
en la forma del desarrollo (8.7). 

En el caso del líquido electrónico en una red, se produce la invariancia de los 
elementos de matriz, expresada por la ecuación (8.4), únicamente para traslaciones 
a través de vectores básicos de la red, es decir para r = a. Esto conduce de modo 
natural a que la dependencia de las coordenadas sea menos definida: en lugar de 
(8.4), sólo podemos decir que 


(0 | Y.(t, r)| mk) = xE) exp [ — iom(k) t], | 
(mk [P.(c, r)| 0) = zS x(x) exp [iomo(k) t], (62.1) 
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en donde 


Xanidt) = = e do (62.2) 
mid) = = e” ami (Y ), 


k es el cuasiimpulso del estado, m es el conjunto de todos los demás números cuán- 
ticos que describen el estado y u y v son ciertas funciones de las coordenadas, perió- 
dicas en la red; hemos escrito los elementos de matriz únicamente para las transi- 
ciones desde el estado fundamental, es decir, el estado 0. Las propiedades de las 
funciones x(+) y y son semejantes a las que poseen las funciones de onda de Bloch 
de un electrón en un campo periódico. Expresando la función de Green mediante 
estos elementos de matriz y pasando luego a los componentes de Fourier respecto 
al tiempo (como en $ 8), obtenemos ahora en lugar de (8.7) el desarrollo 


Aid) Xfm (E2) Anto | (62.3) 
E TS S 


—)* 

Gag o; Tis r3) == y 

m, k 

con la misma notación (+ y e!) que anteriormente y el cambio k > — k en el se- 
gundo miembro. 

La presencia de excitaciones elementales de una partícula que no decaen cerca 
de la superficie de Fermi de un metal tiene el resultado de que, cuando € es pró- 
ximo a u, la energía del estado depende únicamente de k. Para dichos estados la 
función Gag(c; T}, T2) tiene un polo en œ = e(k) — x. Cerca del polo tiene la forma 


r1) dr 
Goel; Trs Ta) = w+p Zena w P w` (62.4) 
Cuando existe degeneración respecto al spin, debemos sumar también respecto a 
los dos estados de spin. 

La determinación del espectro de energía a partir de las funciones de Green se 
reduce en principio a un problema de valores propios para un cierto operador 
integrodiferencial lineal. 

Las ideas básicas de la técnica diagramática en el espacio de las coordenadas 
siguen siendo las mismas en este caso que cuando se trata de un líquido de Fermi 
ordinario. En particular, considerando la función de autoenergía 2'g(t, r}, ra) como 
la suma del conjunto de diagramas determinados en $ 14, podemos escribir la fun- 
ción de Green G,glt, r,, rą) como la serie (14.3), que se suma dando la ecuación 
diagramática (14.4). La línea delgada continua en estos diagramas representa la 
función de Green G.%(t, r, — ra) de los electrones libres que no interaccionan entre 
sí ni con la red. De acuerdo con (9.6), esta función satisface la ecuación 


( ia tam +) GPC, r1 — F2) = Ó1g0(1) ÒC, — 12). 
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Aplicando el operador (...) a la izquierda de (14.4) y pasando luego a los compo- 
nentes de Fourier respecto al tiempo, obtenemos la ecuación buscada 


(w +u + A1/2m) G.g(0; r3, Fo) — f Zlo; ry, r’) Gral o; r’, 12) dix" 
= 0, 9(r, — r). (62.5) 


Cerca del polo de G (respecto a la variable œw) puede omitirse el segundo miem- 
bro de la ecuación, quedando una ecuación integrodiferencial homogénea, cuyos 
valores propios determinan el espectro de energía del sistema. El subíndice f y la 
variable r, no se ven afectados ahora por ninguna operación, es decir, actúan como 
parámetros sin importancia en la ecuación. Para determinar el espectro podemos, 
por tanto, utilizar la ecuación? 


(o+p4+01/2) 2405 Eo; r, 1) x(t’) dix = (o—L£) xE) = 0. (62.6) 


En el caso de un líquido de Fermi de electrones en un metal, esta ecuación sustituye 
a la ecuación de Schródinger ordinaria. Sus valores propios determinan, como ya 
se ha mencionado, el espectro con œw = e(k) — y; las funciones propias correspon- 
dientes son zo (r) según (62.4) como resulta evidente mediante una sustitución 
directa de (62.4) en (62.5). Como el decaimiento de las excitaciones cerca de la super- 
ficie de Fermi es sólo ligero, el operador Ê es hermítico para w pequeño (hasta tér- 
minos del orden de œw, e incluyendo ésta). 

Para estudiar el caso en que se encuentra presente un campo magnético externo 
débil, debemos observar que en una transformación «gauge» del potencial vector, 
los operadores y se transforman como funciones de onda [cf. (44.3), (44.4)] y, 
por tanto, las funciones de Green Gaglw; r}, r,) se transforman como un producto 
de funciones y, a saber y(r,)y*(r,). Esto significa que la función y(r) en (62.6) debe 
transformarse también como una función y ordinaria. Si se continúan los razona- 
mientos de $ 56, se encuentra fácilmente que solamente hacen uso de la periodicidad 
de la red cristalina, de las propiedades generales de la transformación «gauge» 
y del hecho de que el espectro de energía está determinado por los valores propios 
de cierto hamiltoniano; en el caso presente, este último es el operador L de (62.6). + 


f En el caso de un líquido de Fermi microscópicamente homogéneo, esta ecuación en la representa- 
ción de los impulsos se reduce a (14.13): 


w+ u = £p) + Zw, p). 


ł Puede parecer que existe aquí una diferencia importante consistente en que el operador Ê en (62.6) 
depende de w. De hecho esto simplemente hace que el hamiltoniano haya de escribirse en forma implícita. 
Para w pequeño (cerca de la superficie de Fermi) podemos cambiar a la forma explícita desarrollando 
A T + wL, y luego multiplicando la ecuación Lay = m(1 — L,)x por la izquierda por el operador 

NA 
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Por tanto, queda claro que se tendrá el mismo resultado, que consiste en la regla 
para pasar del espectro en ausencia del campo al correspondiente en presencia del 
hamiltoniano 


A AOS 
6 (KA), ê= iag (62.7) 


en donde «(k) es el espectro en ausencia del campo. Como es natural, ahora el pro- 
pio significado de «(k) es diferente del que se dio en (56.7), puesto que tiene en cuenta 
la interacción colectiva de todos los electrones del sistema. 

Ahora bien, puesto que el estudio del caso cuasiclásico dado en §§ 57 y 58 es- 
taba basado totalmente en la existencia de un hamiltoniano de la forma (62.7), 
los resultados obtenidos allí son también directamente aplicables a un líquido de 
electrones. Sin embargo, se plantea la cuestión de lo que debe considerarse como 
intensidad del campo que actúa sobre un electrón de conducción (y, por tanto, lo 
que debe considerarse como potencial vector A). Estrictamente hablando, debería 
ser el valor microscópico exacto del campo en el punto r debido a todos los elec- 
trones (y al campo externo). Sin embargo, en el caso cuasiclásico la dimensión carac- 
terística rą de la región en la que se produce la interacción (el radio de Larmor 
de la órbita) es grande en comparación con el orden de magnitud de las distancias 
entre electrones, es decir, la constante a de la red. Esto origina un promediado 
automático del campo microscópico. Puede explicarse del modo siguiente el origen 
de dicho promediado. 

Representemos la intensidad del campo microscópico como la suma de su valor 
medio (que es, de acuerdo con la terminología acostumbrada de la electrodinámica 
macroscópica, la inducción magnética B) más una parte rápidamente variable H. 
El potencial vector correspondiente al campo uniforme B aumenta en toda la ex- 
tensión de la órbita tomando valores característicos ~ Bry. El potencial corres- 
pondiente al campo H que oscila en distancias —a no aumenta constantemente 
y únicamente alcanza valores ~ Ba, que son despreciables en comparación con Br y. 
Pero, como se vio en $ 56, el potencial del campo es el que determina la cuantiza- 
ción del movimiento del electrón. Así pues, llegamos a la conclusión de que es 
suficiente tener en cuenta el potencial A sólo de la inducción uniforme B = rot A, 
que jugará el papel de la parte del campo que actúa sobre el electrón (D. Shoenberg 
1962). Veremos posteriormente (al final de $ 63) que esta situación puede conducir 
a algunos fenómenos nuevos en la imanación de los metales. 

Así pues, la regla de cuantización cuasiclá sica (58.7) para el líquido de electrones 
en un metal se escribe 


S(e, k.) = (27 | e|/hc) B(n+ 3), (62.8) 
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en donde S(e, k,) es ahora el área de la sección recta de las superficies de energía 
constante real de los electrones de conducción en un metal (cerca de su superficie 
de Fermi). 

Como en el problema de un electrón en una red que tiene un centro de inver- 
siónf, la inclusión del spin del electrón de conducción produce un desdoblamiento 
de los niveles en el campo magnético en dos componentes: 


Encl kz) = Enlkz) + opÉ(k-) B, o=2>w 1. (62.9) 


Se obtiene la magnitud ¿(k,) al promediar una función ¿(k) sobre la trayectoria 
cuasiclásica. Con suficiente aproximación podemos considerar todas las trayec- 
torias como incluidas en la propia superficie de Fermi, de modo que el resultado del 
promediado dependa únicamente de k,. Debemos resaltar que, en el caso de elec- 
trones en el líquido de Fermi, la diferencia de ¿(k,) respecto al valor unidad que se 
tiene en el caso de electrones libres se debe, no sólo a la interacción spin-órbita, 
sino también a la interacción de intercambio entre electrones. 


$63. Efecto de Haas-van Alphen 


La susceptibilidad magnética de un metal en campos magnéticos débiles (BB < T., 
siendo f el magnetón de Bohr y B la inducción magnética) no puede calcularse 
en forma general. La razón consiste en que en la teoría del líquido de Fermi única- 
mente podemos tratar con la parte paramagnética (del spin) de la susceptibilidad: 
se determina esta parte por los electrones de conducción cerca de la superficie de 
Fermi, puesto que los spines electrónicos de la parte del interior de la distribución 
se compensan entre sí. Sin embargo, la parte de la susceptibilidad diamagnética 
contiene contribuciones de todos los electrones, incluyendo los del interior de la 
distribución, en donde carece de significado el concepto de cuasipartículas de la 
teoría del líquido de Fermi. Las dos partes de la conductividad tienen en general 
el mismo orden de magnitud y únicamente tiene un significado físico real su suma. 

Consideremos ahora campos «fuertes» en los que 


T S PB «qu, (63.1) 


es decir, los intervalos entre los niveles de Landau son comparables con la tempe- 
ratura, pero todavía son pequeños en comparación con el potencial químico. En 
este caso, no pueden separarse en absoluto las partes paramagnética y diamagné- 
tica de la imanación, pero la situación discrepa en el hecho de que la imanación 


t Como sucede de hecho en las redes cristalinas de todos los metales. 
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del metal tiene una parte oscilatoria que depende del campo (efecto de Haas-van 
Alphen)t. La parte monótona de la imanación depende también en este caso de 
todos los electrones del metal y no puede calcularse dentro de la teoría del líquido 
de Fermi. Pero, como veremos, la parte oscilante de la imanación está determinada 
únicamente por los electrones de conducción cerca de la superficie de Fermi y puede 
considerarse de una forma general (I. M. Lifshitz y A. M. Kosevich 1965); estu- 
diaremos ahora esta parte. 

La dependencia oscilante de la imanación con el campo es una consecuencia 
de la cuantización de los niveles de energía del movimiento orbital de los electrones. 
Pero la cuantización influye solamente en los estados correspondientes al movi- 
miento de los electrones en trayectorias que son cerradas (en el espacio k). De aquí 
que la contribución a la parte oscilante de las magnitudes termodinámicas proceda 
únicamente de los electrones de conducción sobre secciones rectas cerradas de las 
superficies de energía constante producidas por planos perpendiculares a la direc- 
ción dada del campo. Admitiremos que se satisface la condición necesaria para el 
tratamiento cuasiclásico sobre estas secciones, es decir, que son grandes los números 
n determinados por la ecuación (62.8): 


hcS/|e| B >> 1. (63.2) 


En el caso de las superficies típicas de Fermi de los metales, las dimensiones linea- 
les de dichas secciones son ~ 1/a, de modo que S — a? y se satisface ciertamente 
la condición (63.2); cf. la primera nota a $ 57. 

Los niveles cuasiclásicos vienen dados (teniendo en cuenta el spin) por la ex- 
presión (62.9) en donde e, (k,) son las soluciones de la ecuación (62.8); para cada 
nivel existe un número de estados dados por la fórmula (58.10). De aquí que la 
función de partición que determina el potencial termodinámico Q (función de y, 
T y el volumen V del sistema) tiene la forma indicada en 


— gls) 
Gaur ery J tog f1 + exp E] ak (63.3) 


O Anhe Na T 


El índice s numera las diversas hojas de la superficie de energía constante; este 
índice se omitirá por brevedad junto con el signo de suma respecto al mismo. La 
interacción respecto a k, se toma sobre un intervalo tal que incluya todas las sec- 
ciones rectas diferentes (es decir, excluyendo las repeticiones periódicas) de todas 
las hojas de las superficies de energía constante. 


tł Cf. parte 1, $ 60, en donde se ha estudiado este efecto en el caso de un gas de electrones ideal. 
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Separemos en primer lugar de Q la parte Q que es una función oscilante del 
campo, transformando la suma (63.3) mediante la fórmula de Poisson:t 


1 F(0)+ È FO) = | F(x)dx+2re È, | Fogerizax. (63.4) 


Cuando se aplica a (63.3) el primer término de esta fórmula da la contribución no 
oscilante a 2; la omitiremos y escribiremos así 


2 LBV S I 63.5 
Ó e "S a, Por los ( ) 


en donde Í,, es la parte oscilante de la integral 
Lo = f dn f log fı +exp E e2niln dk, (63.6) 
0 


y hemos utilizado la notación 4, = u — of&B. 
Para el análisis siguiente definiremos la función 


chS(e, kz) 1 63.7 
n(e, kz) = “2n|ejB 2 ( . ) 
[cf. (62.8)] y pasaremos de la integración respecto a n en (63.6) a la integración 
respecto a e: 


He = | fios fı +exp a enniln on dk, de; (63.8) 
T Oe 
0 
carece de importancia la selección del límite inferior de la integración respecto a 
e, que se ha tomado arbitrariamente como cero, puesto que en cualquier caso sólo 
tiene importancia en la integral la proximidad de e = fs. 

Como la función n(e, k,) es grande, el factor exponencial en el integrando de 
(63.8) es una función rápidamente oscilante de k,. Estas oscilaciones reducen a cero 
la integral respecto a k, y, por ello, la contribución principal procede de los inter- 
valos de la variable k, en los que n(e, k,) varía menos rápidamente y, por consi- 
guiente, las oscilaciones son más lentas. Es decir, la contribución principal a la 
integral procede de las regiones cercanas a los extremos de n considerada como una 
función de k, para una e cualquiera dada. Sea k,.ex(e) uno de dichos puntos ; cerca 


t Ver parte 1, $60. No tiene importancia el que el término F(0) de la suma que aparece en (63.4) 
tenga un coeficiente 4, puesto que sólo los términos con n grande tienen significado en la suma (63.3). 
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de él, calculemos la integral por el método del punto de silla, poniendo en el expo- 
nente de la exponencial 


1 /0? 
N(E, kz) Y NexlE) += z (a m) (kz— kz, ex)”, 


Nexl[E) = n(e— kz, ex(£)), 


y tomando en los factores no exponenciales el valor para k, = k.,,ex. El resultado 
es que cada uno de los extremos contribuye a la integral con el término 


oo 


f ros (1+cxp E a i 


0 


-1/2 


0n 
HA 


exp [rites + q] de. 


ex 


La sustitución de On(e. k,)/0e por dn/d.,e es legítima puesto que en el extremo 
ón]ók, = 0. Los signos más y menos del exponente se refieren respectivamente a los 
casos en que k,,ex es un mínimo y un máximo de n(e, k,).f Transformemos esta 
expresión mediante integración por partes, con 


dħnex 
de 


> 
exp (2xriln,x) de = Sm +57 d exp (21iln¿x(e)) 
y haciendo uso del hecho de que la función de variación lenta | 9%n0k.? lex no ne- 
cesita derivarse. El término integrado no da ninguna relación de dependencia os- 


cilante sobre el campo; omitiéndole, tenemos 


1 ae PASES e cc T 
lo = Zara) | 1+exp ( € == )] | 02n/0K? 1/2 (6 A ) 
0 


en donde la suma se extiende a todos los extremos (cuyo significado se estudiará 
más adelante). 

El factor exp (2xilnex) del numerador del integrando es una función rápida- 
mente oscilante de e. Estas oscilaciones reducen a cero la integral respecto a e en 
todo punto excepto en la región £ — 4, ~T, en donde el denominador varía rápl- 
damente. La propia función nex(e) varía suavemente en esta región y, por tanto, 
puede representarse como 


Nex[E) ~= Nox lo) + Melo E— Ho); 


t Se calcula la integral de punto de silla de la forma f e*2224z haciendo z = ue*"*o z = ue 17/4 para 
a >00 a < 0, después de lo cual se extiende la integración respecto a u desde — oo hasta oo. 
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el factor | 02n/0k¿ [1/2 se sustituye simplemente por su valor para e = My. Entonces, 
pasando de la integración respecto a £ a otra con respecto a x = (€ — u,)/T y sus- 
tituyendo el límite inferior de la integral — y/T por — œ (puesto que u/T > 1) 
obtenemost 


2rilnex( lio) + E ix] _ t 
l= — exp limon) £ 47] senh”* 211 Tnex(U4)]. 
w == 2 nE [ 


Al sumar esta expresión respecto a 6 = + 1, podemos sustituir en toda ella. 
lo por u (excepto en el factor exponencial), puesto que por hipótesis (63.1) B < 1. Sin 
embargo, en el factor de fase (exponencial) no se puede realizar dicho cambio: 
puesto que nex(s) es grande, incluso un cambio de su argumento relativamente pe- 
queño produce un cambio notable en la fase. No obstante, ahora basta con desa- 
rrollar nex(u + PB) en potencias de $B, tomando únicamente los términos lineales. 
El resultado es 


exp [2ilnex(1) + 4 21] 
2 ls = — 3 pe onok, 


xsenh”* [27]Tnex(u)] cos [271b BëEexnx(u)], (63.10) 


en donde ex = É(k,,ex). Queda por aclarar el significado de las magnitudes que 
aparecen en esta expresión y sustituirla en (63.5). 

De acuerdo con la definición (63.7), la función nex(e) está relacionada con el 
valor extremo Sexle) del área de la sección recta de la superficie de energía cons- 
tante S(e, k,) en función de k, y su valor cuando e = y es el área de la sección ex- 
tremal de la superficie de Fermi. Como ilustración, la figura 15 muestra las secciones 
extremales (dos máximas y una mínima) de una superficie de Fermi de forma seme- 


Puede deducirse esta fórmula considerando la integral a lo largo de un contorno cerrado en el plano com- 
plejo z, compuesto del eje real, la línea recta im z = 27% y dos «lados» en el infinito; para asegurar la 
convergencia sobre éstos, se sustituye el parámetro real a por a — i0. Se determina la integral a lo largo 
de este contorno mediante el residuo en el polo z = ix, hallándose así 7 — e] = — Imie "0, 


308 Electrones en la red cristalina 


jante a una pesa de gimnasia; son perpendiculares a la dirección del campo, que se 
muestra mediante una flecha. La suma respecto a ex en (63.10) se extiende a todas las 
secciones rectas cerradas extremales de todas las hojas de la superficie de Fermi. 
Para simplificar la notación, utilizaremos también la masa de ciclotrón del electrón 
de conducción en su movimiento a lo largo de una trayectoria extremal cerrada. 
De acuerdo con la definición (57.6) esta masa es 


h2 F OSCE, ka) oy 
AA LAA = — 
a o | Oe | ke ex dis 


en donde Sexle) = Síe, k, exle)); la segunda ecuación es consecuencia de nuevo 
de que en el punto extremal 09S(e, k,)/0k, = 0. 

Así pues, tenemos la fórmula final para la parte oscilante del potencial termo- 
dinámico: 


vi IRS 1 
E AN A NE 
Ó = 2 2 1) Arcos ( 2mBB +4 a), 


2V(mBBY | 0S(p, kz) [—? í 
Q; = am B ~ae s E E xim E. /m, (63.11) 


À = lr?Tm*/mBB, 


siendo m la masa real del electrón y el signo más y menos en el argumento del co- 
seno se relacionan con las secciones mínima y máxima respectivamente. 

Se calcula la imanación M (el momento magnético por unidad de volumen) 
como la derivadat 


(63.12) 


T En el caso de un gas de electrones libres, la superficie de Fermi es una esfera con radio k FP=/ 2mujh, 
Sex = Tkp y la fórmula (63.11) se transforma en la (60.5) de la Parte 1. 
+ Necesita explicarse la derivación respecto a B. La fórmula (63.12) puede deducirse de la forma 
siguiente. La variación del hamiltoniano del sistema debida a un cambio infinitesimal del potencial vec- 
tor del campo es 


ôf =- [5.8A dV/c, 


en donde j es el operador densidad de corriente; ver MC, (115.1). Se encuentra la variación del potencial 

termodinámico S2 promediando ôH para valores dados de 1, Ty V. Como la cuantización del sistema 

está determinada (como se vio en $ 62) no por el campo microscópico exacto H sino por su valor medio 

macroscópico B, esto significa que en 4H también ha de tomarse A como el potencial vector del campo 

TE B. dd consiguiente, puede sacarse fuera de la operación de promediar la variación JA, después 
e lo cua 


90 = (ôH) =- Í (i) -ôA aV/e. 


A continuación con el momento éti i i = 
magnético definido mediante < j = i ió p 
artes E ¡> crot M, la integración por 


ôQ =- òB. | M dV. 
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En (63.11) únicamente han de derivarse los factores que varían con mayor rapidez, 
los cosenos. Debido a la anisotropía de la superficie de Fermi (m* y Sex dependen 
de la dirección del campo) la dirección de M no es en general la misma que la de B. 
Para la parte oscilante de la imanación longitudinal (a lo largo del campo) se tiene 


+ — TU 


2mPB “4 
2 4 
senh å 


2 
M: = Z(— DM; sen( Ih?Sex 1 ), 
M, = BY mp)?! Sex | 0%S(u, kz) 


ET BRA ôk? 


cos xlm*čex/m. (63.13) 


Las expresiones (63.11) y (63.13) son funciones oscilantes complicadas del campo 
magnético y en general contienen términos de diversas periodicidades: términos 
que se originan de cada una de las secciones extremales de la superficie de Fermi 
tienen periodos diferentes respecto a la variable 1/B, a saber 

A 1 4amb — 2xlel 


B BSa  CóSex ` 
Estos períodos no dependen de la temperatura. 

La relación entre la temperatura y la amplitud de las oscilaciones viene dada 
por el factor A/senh 4. Cuando 4 > 1, las amplitudes decrecen exponencialmente 
y las oscilaciones casi desaparecen. Cuando 4 ŞS 1, el factor 2/senh 4 —1 y el 
orden de magnitud de las amplitudes queda determinado por los factores restantes 
en Q, y M,; todas las estimaciones que vamos a ver a continuación se refieren a 
este caso. 

Para una estimación poco exacta pongamos m* ~m, u —h?k2]m, S ~k, en 
donde kp — 1/a es la dimensión lineal de la superficie de Fermi. Entonces 


Dn V (mB)? ~ Vnu(BBIWy?, M ~ nB(BBIpY?, (63.15) 


(63.14) 


en donde n ~kp? es la densidad numérica de los electrones. La parte M de la ima- 
nación que varía monótonamente con el campo puede estimarse poniendo 


M ~ ZB ~ fimkaBli? ~ 18 .BB/p, (63.16) 


en donde x es la parte «monótona» de la susceptibilidad, estimada por ejemplo 
mediante la fórmula correspondiente a la susceptibilidad de un gas de electrones 
en campos débiles (ver Parte 1, $ 59). De acuerdo con ello, la parte monótona del 
potencial termodinámico en 2 < VMR ~ Vnu(PB/uy?. Comparando las expresiones 
anteriores se ve que la parte oscilante del potencial termodinámico es pequeña en 
comparación con su parte magnética monótona: 


ÖJA ~ (BBIMy? < 1, 
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y, por tanto, en comparación con su valor (2, ~ Vnu en ausencia del campo: 0/Q0 < 
< (BB/uy/*. Por otra parte, la parte oscilante de la imanación es grande en com- 
paración con la parte monótona: 


MIM ~ (u/BBY? > 1. 


Considerando la totalidad de la teoría de las oscilaciones de la imanación debe 
señalarse que ésta se aplica a un líquido de electrones en un cristal ideal y no tiene 
en cuenta una posible influencia originada por los procesos de dispersión de los 
electrones de conducción por los fonones y los defectos de la red (por ejemplo, 
átomos de impureza). Estos procesos producen una cierta incertidumbre en la ener- 
gía de los electrones, Ae ~ Ājt ~ vwp/l, en donde r en el tiempo que transcurre 
entre las colisiones, / es el recorrido libre medio y vp es la velocidad de los electrones. 
Cuando los niveles nítidos de energía se difuminan, ello a su vez origina una sua- 
vización de las oscilaciones de la imanación. La condición para que sea posible 
despreciar los procesos de dispersión es que la incertidumbre As sea pequeña en 
comparación con los intervalos entre los niveles: 


hoz > hvrll. (63.17) 


Cuando T > 0 los valores de B permitidos por la condición (63.1) resultan ar- 
bitrariamente pequeños y únicamente establece un límite la condición (63.17). La 
imanación M puede en principio resultar comparable con la propia inducción B 
(puesto que MB —x(u/BB)”), pero la susceptibilidad magnética y = 0M/0H re- 
sulta grande más prontof (en módulo): puesto que de nuevo es necesario sólo deri- 
var los factores oscilantes, tenemos 


IZ] ~ x(u/BBY?. (63.18) 


En dicha situación, las oscilaciones de la imanación hacen que la curva del 
campo macroscópico H = B — 4xM(B) en función de la inducción B presente una 
serie de ondulaciones, como puede verse esquemáticamente en la figura 16 (A. B. 
Pippard 1963). La condición para la estabilidad termodinámica exige queł 


(OH/0B)r, ., > 0. 
ł Para evitar complicaciones innecesarias, puede ignorarse la influencia de la anisotropía en el estudio 


cualitativo siguiente. 
t Cf. EMC, $ 18, en donde se deduce una condición análoga para el caso eléctrico. 
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Fic. 16. 


De aquí que los estados correspondientes a partes de la curva tales como be no 
puedan aparecer. La situación resultante es exactamente semejante a la que produce 
una transición de fase en una sustancia cuando existe una ondulación de la curva 
de presión en función del volumen (cf. Parte 1, §§ 84 y 152). La curva de equilibrio 
H(B) incluirá de hecho un segmento horizontal recto ad, trazado de tal forma que 
las dos áreas sombreadas en la figura 16 sean iguales; las secciones ab y cd corres- 
ponden a estados metaestables. 

Supongamos que una muestra metálica tiene la forma de un cilindro con su 
eje dirigido en la dirección del campo externo. Entonces el campo H dentro del 
cilindro es el mismo que $ y cuando este último aumente, el cuerpo sufrirá transi- 
ciones de fase sucesivas con cambios discontinuos de la inducción: cada vez que 
se alcance un punto tal como el a, la inducción varía discontinuamente de B, a 
B,.+ Sin embargo, si la muestra es una placa plana situada en un campo magnético 
perpendicular a la misma, el cuerpo se puede separar en capas alternantes (dominios 
magnéticos) con valores diferentes de la inducción, exactamente igual a como se 
producía la separación de un superconductor en el estado intermedio en capas su- 
perconductoras y normales (J. H. Condon 1966). En este caso el campo externo 9 
es igual a la inducción magnética promediada en todas sus capas. Por ejemplo, en 
el margen B, < $ < Ba, la placa se separa en capas por inducción B, y B4 y, cuando 
$ aumenta, el volumen de esta última aumenta a expensas del volumen de la pri- 
mera. 


$ 64. Interacción electrón-fonón 
Hasta ahora hemos considerado los electrones de conducción en un cristal sin 
referencia a su interacción con las vibraciones de la red, es decir, con los fonones. 


Esta interacción representa el hecho de que la deformación de la red altera el campo 


ł Admitimos que es positiva la energía superficial de la intercara entre las fases. 
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en el que se mueve el electrón; este cambio del campo se denomina potencial de 
deformación. 

La interacción electrón-fonón juega un papel decisivo en los fenómenos de 
transporte tanto en los semiconductores como en los metales, pero ahora sólo es- 
tamos interesados en la influencia cualitativa de esta interacción sobre el espectro 
de energía de los electrones. Para su estudio podemos empezar ignorando las com- 
plicaciones debidas a la anisotropía de la red y a su inhomogeneidad microscópica. 
Así pues, consideraremos el medio como un líquido isótropo microscópicamente 
homogéneo y, de acuerdo con ello, sólo podrán presentarse en él vibraciones acús- 
ticas longitudinales. 

En la primera aproximación respecto a la deformación, puede escribirse el poten- 
cial correspondiente a este modelo simplificado en la forma 


AEE > f W-ren) dx, (64.1) 


en donde po' es la parte variable de la densidad del medio (y o es el valor de equi- 
librio constante). La función W(r — r') disminuye en distancias del orden de las 
distancias interatómicas a. Simplificaremos la expresión (64.1) un poco más obser- 
vando que pueden tomarse como cero estas distancias en el caso de interacciones 
con fonones con números de onda k < 1/a, es decir supondremos que W = wd(r — r') 
con w constante. Entonces Uaet = wo'(1)/0. En la teoría cuántica y en la represen- 
tación de la segunda cuantización, se escribe este potencial como el hamiltoniano 
de la interacción electrón-fonón, 


Bop = (wio) | PH, D) 0C, r) Pat, r) dix, (64.2) 


en donde los operadores Y y Ê+ se refieren a los electrones y Ú' es el operador den- 
sidad de Heisenberg que describe el campo de fonones; en el caso de fonones libres 
(sin interaccionar con electrones) viene dado por (24.10). 

En el formalismo matemático de las funciones de Green, tal y como se aplica 
a la interacción electrón-fonón, tenemos no sólo la función de Green G del elec- 
trón sino también la función de Green de los fonones definida por 


D(X,, X) = D(X,— X2) = — iT 0 (Xy) 6 (X,)), (64.3) 


el producto cronológico debe desarrollarse mediante la regla (31.2) que corresponde 
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al caso de bosones. En el caso de fonones libres, la función de Green en la represen- 
tación de los impulsos es 


ok 1 1 
(0) A A) PA RE EA 
DAA a a] 


ok? , 
T wuki (64.4) 
ver $31, Problema. (En estas fórmulas intermedias hacemos Á = 1.) 

Si se considera la interacción electrón-fonón como una perturbación pequeña 
podemos establecer una técnica diagramática basada en el operador (64.2), como 
se hizo en $ 13 para una interacción de fermiones por pares. Sin repetir todos los 
razonamientos, formularemos las reglas resultantes para la construcción de los 
diagramas (en la representación de los impulsos). 

Los elementos básicos de los diagramas son las líneas de electrón (continuas) 
y las líneas de fonón (a trazos), mientras se asigna a cada una de ellas un cierto 
«4-impulso». Una línea de electrón con 4-impulso P corresponde a un factor iG% = 
= ¡0,¿GM(P), que es la función de Green de los electrones libres. Una línea de 
fonón con 4-impulso K corresponde a un factor ¿DW(K), que es la función de Green 
de los fonones libres. En cada vértice del diagrama se encuentran dos líneas conti- 
nuas y una a trazos; estos puntos tienen un factor adicional — ¿w/o. 

Por ejemplo, la primera corrección a la función de Green del electrón se repre- 
senta mediante el diagramat 


eS 

RS 64.5 
al e (64.5) 
con la expresión analítica correspondiente 


¡SG(P) = —(w/2)[GO(P)P | GO(P—K) DO(K) diK/(Qr0)t. (64.6) 


La primera corrección a la función de Green del fonón se representa mediante el 


diagrama 
A AE 64.7 
K {> K (ot 


t La estructura de la expresión (64.2) para el operador de la interacción electrón-fonón es semejante 
al operador de interacción electrón-fonón en electrodinámica cuántica. Por tanto, son también análogas 
en ambos casos las reglas de las técnicas diagramáticas. 

+ No existe ningún diagrama con una línea cerrada de electrón, análoga a (13.13a), debido 
a que D()(0) = 0, Suponemos aquí que se toma antes el límite k—> 0 que el w-— 0. Esto corresponde 
al hecho de que en el espacio coordenado la integración respecto a d*x (que en el caso presente significa 
el paso a k >> 0) está presente en la definición del hamiltoniano (64.2) y, por consiguiente, se lleva a cabo 


antes que la integración respecto al tiempo que aparece cuando se aplica a este hamiltoniano la teoría 
de perturbaciones. 
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o bien, en forma analítica, 
¡8D(K) = 2/02) 1DO(K)P | GO(P) GNP—K)dtP/(27)%; (64.8) 


el coeficiente 2 procede de la contracción de los factores de spin (ô«gôga = 2) y 
hemos incluido también el factor — 1 debido a la presencia de un lazo cerrado de 
fermiones (cf. $ 13). 

Veremos que la interacción electrón-fonón en un metal conduce a la aparición 
de una «atracción efectiva» entre electrones cerca de la superficie de Fermi. Puede 
describirse intuitivamente como el resultado de la emisión de un fonón virtual por 
un electrón y su absorción por otro (J. Bardeen 1950, H. Fróhlich 1950). 

Consideremos el diagrama 


(64.9) 


Fe=PaK Pe 


que representa la dispersión de dos electrones mediante el intercambio de fonones 
virtuales; los 4-¡mpulsos P = (e — u, p), K = (o, k), mientras que y es el potencial 
químico de los electrones a T = 0, que es igual a la energía límite £p. Este diagrama 
corresponde a la función vértice 


Pysg = Tôayôgo il =(—¡iwloRiDNAK), 


o sea 


w?k2 


E ARA 


(64.10) 
con hw = €, — €,, Åk =p; — p;. 

Los impulsos de los electrones cerca de la superficie de Fermi son del orden 
de magnitud p — pp» —h/a. La dispersión de electrones a través de un ángulo — 1 
corresponde a un impulso de fonón Ak ~ h/a y una energía de fonón huk ~ hula ~ 
~ hw, siendo wp la frecuencia de Debye; en los metales hw, < es. Por otra parte, 
el electrón no puede transferir una cantidad de energía mayor que e — €p. De aquí 
que, si para ambos electrones |£ — €r | < wp, tenemos ciertamente 


IT = w/qu? > 0. (64.11) 
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Teniendo en cuenta el significado de I’ como una amplitud de dispersión ($ 16), 
vemos que su signo corresponde a una atracción entre partículas. Debe resaltarse 
que este resultado sólo es válido para electrones en una corteza comparativamente 
estrecha (con espesor correspondiente a una energía ~ Āwp) en el espacio de los 
impulsos cercana a la superficie de Fermi. Ya se ha utilizado este hecho en $ 43 
para determinar el valor del parámetro de corte en la teoría de la superconductivi- 
dad de los metales.t 


$ 65. Influencia de la interacción electrón-fonón sobre el espectro de los electrones 
en un metal 


Consideremos la influencia de la interacción electrón-fonón en el espectro de 
energía de los electrones en un metal”. 

En $ 14 se ha visto que en el caso de un espectro tipo Fermi la corrección a la 
relación de dispersión «(p) (en comparación con el espectro de un sistema de fer- 
miones libres) vale 


òe(p) = Z(e— u, p)—Z10, p), (65.1) 


en donde > = [GO] — G7 es la función de autoenergía. En el caso presente, la 
corrección se debe a la interacción con fonones y el espectro «sin perturbar» es 
el que tiene en cuenta la interacción «directa» de las partículas (electrones). De 
acuerdo con (64.6) +, 


E(P) = -0G=1 = 9G/[GOP = ¡(w*/e*) | GO(P— K) DO(K) d*K/(21J%, (65.2) 


pero G®™ debe tomarse ahora como la función de Green para los electrones que inter- 
accionan entre sí. Cerca de su polo dicha función tiene la forma 


GO(e— u, p) = Z[e— u —vP(p—pr)+ i0. signo (e — 4)]7?; (65.3) 


ver (10.2). El superíndice (0) que afecta a v indica que esta magnitud todavía no 
incluye el efecto de la interacción electrón-fonón. 

Nuestro objetivo consiste ahora en obtener una estimación de la magnitud 
(65.1), es decir, de la integral 


y 
de = Sr o -u -0 p-k)— GO(— o, p—k)} DO(o, k)d*K/((27)*. (65.4) 


t Para una tosca estimación de la constante w en los metales, podemos observar que el cambio en 
la energía electrónica debe ser del orden de la energía propia (~ ef) cuando el cambio de densidad p' - 0; 
por lo tanto w ~ ez. 

* Los resultados de esta sección se deben a A. B. Migdal (1958). 

+ En las fórmulas intermedias hacemos Å = 1. 
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Se verá en los cálculos siguientes que la contribución principal a esta integral 
procede del intervalo en donde el impulso p — k y la energía e — w (como p y e) 
caen dentro de la superficie de Fermi, es decir, k < pp, œ < u. Por esta razón po- 
demos tomar (65.3) como las funciones G/%, 

En coordenadas esféricas polares en el espacio k, con el eje polar paralelo a 
p, tenemos d*K = 2xk*dk dw dcos 0, en donde 0 es el ángulo formado entre k 
y p. En lugar de cos 6 utilicemos la variable p, = |p— k|; puesto que p? = p? + 
+ k? — 2pk cos 0, tenemos 


d*K = 211k? dk do p, dp,/pk ~ 2ak dk do dp,, 


en donde p; X p Z Pp. 
En el integrando de (65.4), únicamente el factor entre corchetes depende de p}; es 


LJ = —(e— u) Zle— u — w — vP(pı— pr) + i0.signo (e —u—w)I"? x 
X[-o— Vp, —pr)—10. signo w]””. 


Debido a la rápida convergencia de la integral respecto a p, — pr, podemos ampliar 
la integración a + oo: con la variable y = vs (p, — Py), obtenemos la integral 


[34 


__(-4MzZ f dn 


vO [n —(e—u—w)— i0. signo(e—u—w)][n+w+i0. signo w] 


Si los dos polos del integrando están en el mismo lado del eje real, la integral 
es cero (como puede demostrarse cerrando el contorno de integración en el otro 
semiplano). Por consiguiente, la integral es no nula únicamente si £ — 4 > w > 0 
o biene — # < w <0; vale — 2:xiZ/v, en el primer caso y 27iZ/v,(Ven el segundo. 
Así pues, utilizando el hecho de que D(w, k) es una función par de œw, tenemos 


e OO 


[ea | 
NR A otra” Aa] k2 de dk. (65.5) 
8x?0uw0 w—uk+i0  w+uk-—i0 
0 


Las partes real e imaginaria de esta expresión determinan respectivamente la 
corrección al espectro de cuasipartículas (electrones de conducción) y su decaimiento. 
Consideraremos en primer lugar este último. 

Separando de (65.5) la parte imaginaria mediante la regla (8.11), se tiene 


2 
smese A e ee (65.6) 
8xpuvo 
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la integración respecto a k se toma desde O hasta | e — u |/u, en cuyo intervalo el 
polo œw = uk del integrando de (65.5) cae en el margen comprendido entre 0 y | € — 
— u |. Así pues (en unidades ordinarias) 


Zwle-p 


(65.7) 
24rhoutv® 


—im de = 


Para una estimación sólo aproximada de esta magnitud, observemos que los 
parámetros v% y w son de origen electrónico y se expresan, en orden de magnitud, 
en función únicamente de la distancia interatómica a y de la masa del electrón 
m: 0/0) =—pplm —h/ma, w — €. ~ h2/ma?; ver la última nota a $64. La densidad 
o y la velocidad del sonido u dependen también de la masa del ion M: p œ M, 
u « M2, y por ello put œ 1/M. De aquí que pueda estimarse la expresión anterior 
como 


—imóde ~ |e- ulho}, (65.8) 


en donde la frecuencia de Debye wp ~ uja œ MA, 

Estrictamente hablando, la estimación (65.8) se relaciona con los valores 
|e — u| < ħwp, para los cuales la integración en (65.6) se toma en el intervalo 
k < le—uVuh < wp/u, en el que la relación de dispersión de los fonones w = ku 
que hemos utilizado es de hecho válida. Sin embargo, para una estimación aproxi- 


mada puede aplicarse (65.8) incluso en el límite del intervalo en el que e — y ~ hop, 
obteniéndose 


—im de ~ wp ~ |e—ul. (65.9) 


Finalmente, cuando £ — y > ħwp, el intervalo de integración en (65.6) es inde- 
pendiente de e — u, puesto que el polo w = uk $ wp está siempre entre O y e — u. 
En este caso, Sfk?*dk — (wp u} y el decaimiento es 


—im de ~ hwp <e—p. (65.10) 


Las expresiones (65.8)-(65.10) dan el decaimiento específico debido a la emi- 
sión de fonones por electrones. Vemos que, en la proximidad inmediata de la su- 
perficie de Fermi, cuando | € — 4 | < wp, de acuerdo a (65.8), el decaimiento es 
débil (| im (e — u) | & | € — u |), de modo que el concepto de cuasipartícula (elec- 
trones de conducción) tiene un significado totalmente definido. Sin embargo, en 
el intervalo | € — u| —how,, el decaimiento de las cuasipartículas resulta com- 


t Se expresa la conservación de la energía en la creación de un fonón de baja frecuencia por una cuasi- 
partícula por (Oe/0k) -ôk = v -ôk = uôk; esto sólo puede ser cierto si v > u. En un metal esta condición 
se satisface siempre puesto que Vp» u. 
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parable con su energía y el espectro se difumina y pierde mucho de su significado. 
A distancias todavía mayores por encima de la superficie de Fermi, cuando € — 
— u Ð how, (pero, como es natural, sigue siendo £ — 1 < u), de acuerdo con (65.14), 
el decaimiento permanece siendo el mismo en valor absoluto pero de nuevo resulta 
pequeño en comparación con la energía e — 1, de modo que las partículas recupe- 
ran cierto significado. Como es natural, igual que el decaimiento por fonones de los 
electrones de conducción, existe también el originado por las colisiones entre elec- 
trones. Este último, característico de cualquier líquido normal de Fermi ($ 1), es 
proporcional a (e — y)? y su orden de magnitud es ~ (e — ¿1)?/u, es decir siempre 
resulta pequeño en el margen en que resulta aplicable la teoría. 

A continuación estimemos la corrección a la parte real de e, es decir al propio 
espectro. La parte real de la integral respecto a œw en (65.5) viene dada por su valor 
principal: 


Lea | | e | 


ok l 1 
0) = — A 
re | Dw, k) du zy y | EE a 
0 0 
_ ek i E—- p—uk 
24 e—-p+uk |` 


Por tanto tenemos para re ĝe(en unidades ordinarias) 


ea a há arre dk. (65.11) 
8720uw | e— u+ huk 
Cuando e — y > wp, el logaritmo del integrando es ~ huk/(e — u) y la inte- 
gral entera se estima que vale huk?max/(€ — u) ~ ħujaè(e — p). Observando también 
que el factor p del denominador de (65.11) hace que la expresión completa sea 
œ 1/M, llegamos al valor estimado 


re de ~ (hwp)/(e — u) << e —p. 


Así pues, es este caso la corrección al espectro es relativamente pequeña y por ello 
el espectro viene dado por 


€—u ~ v®(p—pr) Para e—pu> hop, (65.12) 


con el valor «sin perturbar» v,® de la velocidad en la superficie de Fermi. 

En el intervalo e — u < ho), el logaritmo de (65.11) es ~ (e — u)/huk y la 
integral se estima como ʻe — u)k?max/ĥu — (e — 4)/hua?. La expresión completa re- 
sulta ser así proporcional a € — u, con un coeficiente independiente de la masa 
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del ion M (puesto que el producto pu? es independiente de M). Esto significa que 
el espectro en este intervalo es de nuevo del mismo tipo: 


e— u =UF(p—pr) para e— pu «< howp, (65.13) 


pero con la velocidad vp que difiere de v;® en una cantidad del orden del propio 
v®.t 

Así pues, el espectro tipo Fermi de los electrones en un metal tiene dos valores 
diferentes de la velocidad vp y v;®, uno en la proximidad inmediata de la superficie 
de Fermi (e — y < ħwp) y el otro cuando £ — y > how). En las propiedades termo- 
dinámicas del metal a bajas temperaturas (T < hw)) interviene el parámetro Up 
según (65.13). Fenómenos tales como las propiedades ópticas de los metales a fre- 
cuencias w > wp están determinados por la velocidad vp®. 


PROBLEMAS 


Determinar el decaimiento de fonones de longitud de onda larga (k < pp) en un metal debido 
a su absorción por electrones. 


SOLUCIÓN. La corrección a la función de Green de los fonones viene dada, de acuerdo con 
(64.8) por 


¡8D"KK) =-(2w*/0%) | CUP) GAP K) d*P/QnY", 
P = (Po P), K= (0,k). 


Sin embargo, en las funciones G debemos incluir también correcciones debidas a la interacción 
de los electrones con fotones de corta longitud de onda. De acuerdo con el estudio realizado en el 
texto, estos cambios consisten simplemente en sustituir G(% por una función G que difiere de (65.3) 
únicamente en que la velocidad v®) se ha de cambiar por Vpr y la constante de renormalización Z 
por otra Z'. En el caso de K pequeño, puede utilizarse la fórmula (17.10) para el producto G((P)G( 
(P — K). La integración respecto a dpadp se reduce a la eliminación de las funciones delta, después 
de lo cual permanece la integración respecto a d cos 0 (en donde 0 es el ángulo formado entre p y k): 


1 
1211-22 a 
ôD- (o, k) = -2 wpik | cos 0 d cos 9 


27°? w—vpk cos 0+ i0 
-1 


(tomamos w > 0). El polo en cos 0 = w/kvr está dentro del intervalo de integración (puesto que 
UF > u) y la parte imaginaria de la integral es 


im ôD! = Z?wpiw/210"wvk. 


t Como es natural, en estas condiciones el empleo de la primera aproximación de la teoría de per- 
turbaciones no es legítima, estrictamente hablando. Sin embargo, el empleo de aproximaciones de orden 
superior no puede alterar la naturaleza del resultado; cuando resulta ser del orden de la unidad la correc- 
ción de primer orden, las restantes correcciones son también del mismo orden. 
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Se encuentra la relación de dispersión de fonones a partir de la ecuación [DY] + ôD = 0, 
de aquí que (en unidades ordinarias) 


o = uk(1— ia), a = Z?wpi/4añ*ouvz; 


la corrección a la parte real de w carece de interés ahora. El producto pu œ VM; de forma que como 


estimación aproximada pueda ponerse «a —=/m/M, es decir, el decaimiento es siempre pequeño. 


$ 66. Espectro electrónico de los aislantes sólidos 


Una característica especial del espectro energético de los electrones de un cris- 
tal aislante no magnético es que incluso el primer nivel excitado está a una dis- 
tancia finita del nivel fundamental, es decir existe un espacio vacío o prohibido de 
energía (que en los aislantes ordinarios es del orden de algunos electronvoltios) 
entre el nivel fundamental y el espectro de los niveles excitados. 

Podemos hacernos una idea de una excitación elemental en un cristal aislante 
como un estado excitado de un átomo pero que no puede asignarse a ningún átomo 
en particular; la simetría de traslación de la red conduce, como siempre, a una 
«colectivización» de la excitación que se propaga en el cristal como si estuviese 
saltando de un átomo a otro. Como en los demás casos, estas excitaciones pueden 
considerarse como cuasipartículas (que ahora se denominan excitones) con ener- 
gías y cuasiimpulsos definidos. Como todas las cuasipartículas que pueden presen- 
tarse aisladamente, los excitones tienen momentos angulares enteros y obedecen 
a la estadística de Bose.t 

En el caso de un cuasiimpulso determinado k, la energía del excitón puede tomar 
una serie discreta de valores e,(k). Cuando el cuasiimpulso toma valores en una celda 
de la red recíproca, cada una de las funciones e,(k) cubre una cierta banda de valores 
de energía de los excitones; bandas diferentes pueden solaparse parcialmente. El 
valor mínimo de cada función e,(k) es no nulo. 

El aislante puede contener, no sólo excitones, sino también excitaciones electró- 
nicas de otra clase. Estas excitaciones pueden considerarse como el resultado de la 
ionización de los átomos individuales. Cada una de estas ¡onizaciones origina la 
presencia en el aislante de dos cuasipartículas que se propagan independientemente, 
un electrón de conducción y un «hueco». Este último consiste en la ausencia de un 
electrón en un átomo y, por ello, se comporta como una partícula cargada positiva- 
mente. Una vez más, al hablar del movimiento de un electrón y de un hueco, nos 
estamos refiriendo realmente a ciertos estados excitados colectivos de los electrones 
en el aislante, acompañados (a diferencia de los estados de excitones) de una trans- 
ferencia de una unidad de carga positiva o negativa. 


+ El concepto de excitones fue introducido en primer lugar por Ya. 1. Frenkel (1931). 
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Los electrones y los huecos tienen spin semientero y obedecen a la estadística 
de Fermi. Sin embargo, conviene hacer hincapié en que el espectro electrón-hueco 
del aislante no es semejante en absoluto al espectro electrónico tipo Fermi de los 
metales. Este último está caracterizado por la existencia de una superficie de Fermi 
límite en el espacio k, cerca de la cual cae el cuasiimpulso del electrón. Sin embargo, 
en el caso presente no existe dicha superficie y el electrón y el hueco que aparecen 
simultáneamente pueden tener cualquier cuasiimpulso. 

Puede entenderse más fácilmente la diferencia entre ambos tipos de espectros 
considerando el decaimiento de las excitaciones elementales. En un líquido de 
Fermi cualquier cuasipartícula fuera de la superficie de Fermi puede crear pares 
de nuevas excitaciones (una partícula y un hueco) y por tanto, tiene un periodo 
de vida que disminuye rápidamente al alejarse de la superficie de Fermi (un electrón 
en un metal puede emitir también fotones; ver $ 65). El decaimiento de un electrón 
(o hueco) individual en un aislante con una red ideal (a T = 0) es, no obstante, 
cero precisamente en un intervalo finito de energía por encima de su valor mínimo: t 
la formación de un par electrón-hueco exige siempre un gasto finito de energía, 
debido al intervalo vacío o prohibido de energía A (ver más adelante). Únicamente 
es posible la emisión de un fonón acústico por una cuasipartícula si la velocidad 
v de esta última no es menor que la velocidad del sonido u; ver la tercera nota a $ 65. 

Los valores posibles de la energía del electrón de conducción ¿V(k) y de la ener- 
gía del hueco ¿*(k) también ocupan bandas. Normalmente se toma la anchura 
del intervalo de energía prohibida en un aislante como la suma Á = ARA pn 
de los valores más pequeños posibles de las energías del electrón y del hueco. Como 
el electrón y el hueco aparecen o desaparecen conjuntamente, es esta suma la que 
tiene un significado real y no s%, o en por separado; es normal el considerar 
arbitrariamente A = 0. Los electrones y huecos pueden obtener los valores mí- 
nimos de energía con valores iguales o distintos del cuasiimpulso k = kọ; el espacio 
prohibido se dice que es directo o indirecto, respectivamente. Si los niveles de energía 
en la banda no son degenerados (o tienen únicamente una degeneración doble res- 
pecto al spin debido a la simetría bajo la inversión temporal), e(k) cerca de su mí- 
nimo tiene la forma 


Nk) = A+ ¿MO iu E(k) = 5 M-i, (66.1) 


en donde q = k — k, y m£ y m® son los tensores de masa efectiva del electrón 
y del hueco. 

En la bibliografía suele denominarse banda de conducción a la banda de los elec- 
trones y banda de valencia a la banda de los huecos. La formación de un par de 
cuasipartículas (electrón y hueco) se considera entonces como el resultado de pasar 


+ A temperaturas finitas existe siempre, como es natura], un decaimiento debido a la dispersión por 
otras cuasipartículas. 
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un electrón de la banda de valencia a la banda de conducción, dejando un hueco 
en Su posición Original. 

A distancias grandes (comparadas con las que existen entre los átomos), el 
electrón y el hueco se atraen entre sí de acuerdo con la ley de Coulomb. Por con- 
siguiente, pueden formar estados ligados. El electrón y el hueco juntos constituyen 
una cuasipartícula eléctricamente neutra, es decir un excitón. En el caso de un 
cuasiimpulso dado, los estados ligados corresponden a niveles de energía discretos 
del sistema electrón-hueco con una banda de energía del excitón para cada nivel. 
Por ello las energías de los excitones caen debajo de las correspondientes a las ex- 
citaciones electrón-hueco; la energía prohibida en el sentido mencionado al principio 
de estas sección no es en consecuencia la misma que A sino que es menor en una 
cantidad igual a la máxima energía de enlace del excitón?t. 

Los niveles energéticos de los excitones se calculan fácilmente en el caso límite 
de estados débilmente ligados, cuando las distancias medias entre el electrón y el 
hueco son grandes en comparación con la constante a de la red; se le da el nombre 
de excitón de Wannier-Mott. En el caso límite opuesto, cuando la distancia elec- 
trón-hueco es del orden de las distancias atómicas, tenemos un excitón de Frenkel, 
el cual como es natural sólo puede considerarse formalmente como un estado ligado 
del electrón y hueco. 

Consideremos un cristal aislante con simetría cúbica. En el caso de un excitón 
de Wannier-Mott podemos suponer que el electrón y el hueco se atraen entre sí 
de acuerdo con la ley de Coulomb, mientras que los átomos restantes únicamente 
sirven para crear un fondo dieléctrico uniforme que debilita la interacción en un 
factor e, la permitividad del cristal (tomada a las frecuencias que corresponden en 
orden de magnitud a la energía de enlace del excitón); así pues, se escribe la energía 
de interacción electrón-hueco como U = — e?/er. Supongamos que el espacio 
prohibido del espectro sea directo y también por sencillez que los mínimos de energía 
del electrón y del hueco se presenten a k = 0. En un cristal cúbico, los tensores de 
masa efectiva se reducen a constantes escalares m, y m,, de modo que 


E(k) = A+F?k2/2mM., E®(k) = 1?k/2m. (66.2) 


Al final de § 56 se mencionó que el movimiento de la partícula en una red cris- 
talina sometida a un campo eléctrico externo con variación lenta en el espacio se 
describe mediante una ecuación de Schrödinger con un hamiltoniano en el que e(k) 
juega el papel de la energía cinética. Como en el caso presente las funciones e(“(k) —A 
y e(k) tienen la misma forma que las energías cinéticas de partículas libres ordina- 
rias, la ecuación de Schródinger para el sistema en cuestión coincide formalmente 
con la ecuación correspondiente para un sistema de dos partículas ordinarias por 


ł Sin embargo, los estados de excitones tienen un periodo de vida limitado, puesto que el electrón 
y el hueco pueden recombinarse con la emisión de un fonón o fotón, por ejemplo. 
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interacción de Coulomb, es decir, la ecuación de Schródinger para el átomo de hidró- 
geno. Por consiguiente, podemos escribir inmediatamente los niveles energéticos 
del sistema, es decir la energía de los excitones en la forma 


h?k? met 


e*(KkK 1 A = E A 
AS O eR 


(66.3) 


(G. H. Wannier 1937). El primer término de esta expresión es la energía del excitón 
moviéndose «como un todo» con cuasiimpulso k. El segundo término de la energía 
de enlace del electrón y hueco en el excitón: m = m,m,/(m, + m,) es la masa 
reducida del sistema. Para un k dado, los niveles energéticos discretos del sistema 
resultan más próximos cuando aumenta la energía hasta el límite del espectro con- 
tinuo. La condición para que (66.3) sea válida es que el radio de la órbita sea sufi- 
cientemente grande, r,e ~ h?en?/me?> a. Esto es realmente cierto para n grande, pero 
en cristales con e grande también puede ser satisfecha esta condición si n —1f. 

Para terminar esta sección volvamos a la afirmación realizada en $ 61 de que 
existe un límite inferior para la densidad numérica de los electrones de conducción 
en un semimetal. 

En un aislante en donde no existen electrones y huecos a T = 0, la posibilidad 
de que puedan formar estados ligados significa únicamente la aparición de nuevas 
ramas del espectro de energía. En un metal compensado, esta posibilidad signi- 
ficaría que un estado con electrones y hueco libres no corresponde al estado más 
bajo, es decir que resultaría inestable el espectro de tipo metálico. La posibilidad 
de formar estados ligados queda eliminada por el apantallamiento de la interacción 
de Coulomb entre el electrón y el hueco por otras cuasipartículas que estén «entre 
aquellos». Es decir, la distancia media entre las cuasipartículas debe ser del orden 
del tamaño del excitón r,, o menor (en su estado fundamental). El límite inferior 
de las densidades numéricas de los electrones y huecos en un metal, establecido por 
esta condición, disminuye con su masa efectiva. 


$ 67. Electrones y huecos en semiconductores 


El espectro energético de los semiconductores cristalinos puros (o intrínsecos) 
difigre sólo cuantitativamente del espectro de los aislantes: el intervalo prohibido 
A es menor y, por tanto, existe en un semiconductor a temperaturas ordinarias 
una densidad de portadores considerable (en comparación con un aislante). La 
distinción es evidentemente arbitraria y depende también del margen de temperatu- 


+ Es interesante señalar que cerca del borde superior (máximo) de la banda en donde son negativas 
las masas efectivas, pueden formarse estados ligados de dos electrones (o dos huecos). La energía de 
estos estados cae dentro de la región prohibida por encima de la energía total máxima de los electrones. 
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ras de que se trate.t En los semiconductores con impurezas (o dopados), los átomos 
de impureza son una fuente adicional de electrones o huecos, siendo el intervalo 
prohibido de energías de estos átomos para la transferencia de electrones a la red 
(impureza dadora) o desde la red (impureza aceptora) menor que el intervalo pro- 
hibido de energías del espectro original. 

Consideremos a continuación la relación existente entre el intervalo prohibido 
A y la densidad de los electrones y huecos de conducción en un semiconductor (o 
aislante). 

La formación o desaparición de un par electrón (e) y hueco (h) puede consi- 
derarse termodinámicamente como una «reacción química» e + h = 0, actuando 
el estado fundamental del cristal como un «vacio». A partir de las reglas generales 
(ver Parte 1, § 101), la condición para el equilibrio termodinámico de esta reac- 
ción es 


Het un = 0, (67.1) 


en donde u, y U, son los potenciales químicos de los electrones y huecos. Debido 
a las densidades comparativamente bajas de los electrones (n,) y huecos (1,) en 
un semiconductor (a T < A), la distribución de Fermi para ellos es casi exactamente 
la distribución de Boltzmann, de modo que los electrones y huecos forman un gas 
clásico.j Entonces la ley de acción de masas se deduce de la forma usual (ver Parte 1, 
$ 101) a partir de (67.1); de acuerdo con esta ley, el producto de las densidades de 
equilibrio es 


nen = K(D), (67.2) 


en donde el segundo miembro es una función de la temperatura que depende única- 
mente de las propiedades de la red matriz o huésped, en cuyos átomos se crean y 
aniquilan los electrones y huecos; esta función es independiente de la presencia 
o ausencia de impurezas. Calculemos la función K(T') para el caso particular en 
el que las energías del electrón y del hueco son funciones cuadráticas del cuasi- 
impulso (66.1). 

La distribución de los cuasiimpulsos de los electrones (por unidad de volumen) 
viene dada por la fórmula de Boltzmann 


Me— Es(k) dk 
exp Za AS 9 


ł Los valores del intervalo vacío o prohibido de energías 4 para diversos semiconductores son: sili- 
cio 1,17 eV, germanio 0,74 eV, antimoniuro de indio 0,24 eV, arseniuro de galio 1,52 eV, sulfuro de plomo 
0,29 eV. En el caso del diamante, un aislante típico, 4 = 5,4 eV. 

f Las densidades de electrones y huecos en semiconductores a temperaturas ordinarias son 10!?- 
10% cm~, mientras que en metales son 10%.-10% cm”3, 
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teniendo en cuenta el factor 2 los dos sentidos del spin. La distribución de energía 
viene dada por la sustitución 


dk a/2m?!2 
MAS > HS V | des, 


en donde m, = (m,mam,)!P y m,, Mma, mz son los valores principales del tensor de 


masa efectiva mí?. El número total de electrones por unidad de volumen es así 


mh? 


3/2 
m 
Ne = Vm? ere T | A (Es— A etlT dee; 
fa! 


la integración puede ampliarse hasta el infinito, debido a su rápida convergencia. 
El cálculo de la integral da 


3/2 
ne = 2 ( 21%) eu OT, (67.3) 
Análogamente, 
T 132 
mp = 2 I) euT, (67.4) 


Finalmente, multiplicando las dos expresiones y utilizando (67.1) obtenemos el 
resultado que se buscaba: 


3/2 


nAn = ag (67.5) 


En un semiconductor intrínseco en donde todos los electrones y huecos se for- 
man en parejas, 


z (mem ¡yl 


Ne = Mp = aa TP, (67.6) 


Igualando (67.6) y (67.3) se halla el potencial químico de los electrones +: 


le = 54+4T log (m,/m.). (67.7) 


f En la bibliografía suele denominarse nivel de Fermi, pero el potencial químico de los electrones 
en un semiconductor no tiene el significado de una energía límite como en los metales. 
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La contribución de los electrones y huecos a las magnitudes termodinámicas 
de un semiconductor es exponencialmente pequeña cuando T < A. Como la crea- 
ción de un par electrón-hueco exige una energía próxima a Á, tenemos como contri- 
bución a la energía interna Een = Vn,A con ne tomado de (67.6). Este valor puede 
despreciarse normalmente en comparación con la contribución de la red a la energía 
del cristal. 


$68. Espectro electrónico cerca del punto de degeneración 


En esta sección utilizaremos ejemplos sencillos para demostrar cómo los ra- 
zonamientos basados en la simetría dan la forma del espectro de energía de los elec- 
trones y huecos en un semiconductor cerca de ciertos puntos del espacio k (la red 
recíproca) que se distinguen por su simetría. t 

Consideremos una red de la clase de cristal cúbico O, y las propiedades del 
espectro de energía cerca del punto k = O, un vértice de una celda cúbica de la red 
recíproca; este punto tiene la simetría intrínseca al grupo puntual completo O,,. 

Como primer ejemplo, consideremos el espectro sin tener en cuenta el spin del 
electrón y supongamos que el nivel energético de la banda, que pertenece a la re- 
presentación irreducible E, del grupo O,, está doblemente degenerado en el propio 
punto k = 0.5 Fuera del punto k = 0, se elimina la degeneración y el problema 
consiste en hallar las ramas de la relación de dispersión «(k) cerca de este punto. 

Se ha demostrado en $59 que puede considerarse como una perturbación la 
separación del punto k = k, en el espacio k. En el caso presente carece de impor- 
tancia la forma especifica del operador de la perturbación a la energía en cada 
orden relativo a la pequeña cantidad q = k — kọ; es nuestro caso kọ = 0 y por 
ello q =k. Hasta el primer orden, las correcciones quedan determinadas por la 
ecuación secular formada a partir de los elementos de matriz (para transiciones 
entre estados que pertenecen al mismo nivel degenerado) de un operador que tiene 
la forma k.ĵ, en donde 7 es cierto operador vectorial. En el caso actual, debido a 
que el grupo de simetría contiene un centro de inversión, todos los elementos de 
matriz de ) son ciertamente nulos, de modo que no hay ningún efecto de primer 
orden en k (cf. Parte 1, 8 136). Hasta el segundo orden en k, las correcciones a la 
energía están determinadas por la ecuación secular formada con los elementos de 
matriz de un operador que tiene la forma 


14 = Pikkikk, (68.1) 


Í Cuando se desprecia el spin del electrón, este problema es formalmente idéntico al del espectro 
de energía de los fonones en un cristal; ver parte 1, $ 136. 
$ Para la notación correspondiente a los grupos puntuales ver MC, $8 95 y 99 
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en donde ?; es un operador tensorial hermítico (simétrico en los subíndices i y k). 
En ellos se incluyen las correcciones procedentes de los términos lineales en k del 
hamiltoniano en la teoría de perturbaciones de segundo orden y las correcciones 
procedentes de los términos cuadráticos en k de la teoría de perturbaciones de pri- 
mer orden. Los elementos de matriz del operador (68.1) incluyen ciertamente al- 
gunos que no son nulos, pero existen relaciones entre ellos debido a los requisitos 
de la simetría. 

Cuando se considera su ley de transformación bajo las operaciones de la sime- 
. tría, las funciones de onda que forman la base de la representación E, pueden es- 
cogerse en la forma 


pı ~ oy 40, pas XHW? HO, 


en donde 


w = eiB, wo = w, l+wo+w? = 0, 


y ~ significa «se transforma como». La rotación C, alrededor de una diagonal 
del cubo transforma las coordenadas según x, y, z > z, x, y; las funciones y, y Ya se 
transforman como puede verse según 


C3: Pı = OY, Y > 0%. 


La rotación Cj alrededor de una arista del cubo (x, y, z > x, —Z, y) transforma 
las funciones del modo siguiente; 


Ci Y1>Ys Pz —> yı; 


y así sucesivamente. Bajo la inversión, las coordenadas x, y, z cambian de signo; 
Y, Y Ya no varían. 

Con esta premisa podemos obtener fácilmente la conclusión de que todos los 
elementos de matriz de las componentes no diagonales Y: son cero y los elementos 
matriciales de las componentes diagonales se reducen a dos constantes reales in- 
dependientes: 


(11Yxx1 1) = (21yxx12) = (11Yy11)=...= 4, 
(1 | Yxx 1 2) => (21Yxx! 1) = B, 
(ly: 12) == wB, (1 | Yzz1 2) = wB. 


Los elementos de matriz del operador (68.1) son ahora 


(11V11) =(2]1V]2) = 4k, 
(EIVI) = Q1V11)* = Bl2+0k24+0*k). 
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Formando la ecuación secular mediante estos elementos de matriz y resolviéndola 
obtenemos dos ramas del espectro: 


€ (k)—e(0) = AK?2+ B[kt— 3(k2k2+ kžk2+ kžk?yļ!?. (68.2) 


Se elimina la degeneración respecto a la separación del punto k = 0 en cualquier 
dirección excepto la diagonal del cubo (k, = k, = k,).t 

Como segundo ejemplo, consideremos el espectro teniendo en cuenta el spin 
del electrón; los niveles energéticos corresponden entonces a representaciones bifor- 
mes (espinores) del grupo de simetrias. Supongamos que el nivel tenga una degenera- 
ción en el punto k = 0, que corresponda a la representación irreducible D; (o D;) 
del grupo O,.ł 

Las funciones base de esta representación pueden escogerse de modo que se 
transformen como las funciones propias y”,(m = — j,...,j) del momento angular 
j =3/2.5 Esto nos permite utilizar el procedimiento siguiente, que simplifica con- 
siderablemente la resolución del problema (J. M. Luttinger 1956). 

En el caso de una representación cuatridimensional, la matriz del operador 
(68.1) es 4 x 4, con 16 elementos. Cualquier matriz de este tipo puede representarse 
como una combinación lineal de 16 matrices 4 x 4 linealmente independientes 
dadas, que tomaremos como las 15 matrices que comprenden Jj. j}, Go jde ji 
Us j? — j21, y las que se obtienen a partir de estas cinco mediante permutaciones 
cíclicas de los subíndices x, y, z junto con [fs [fy j.1+]+ [...] + designa el anticon- 
mutador. En este caso ¿,, j» jz son las matrices de las componentes cartesianas del 
momento angular j = 3/2, tomadas respecto a las cuatro funciones y3/2, Por otra 
parte, con esta selección de las funciones base debemos admitir que los operadores 
Je J» J- se transforman bajo rotaciones y reflexiones como los componentes de un 
vector axial. Esto nos permite escribir el operador V, cuadrático en k,, k, y k; como 
una continuación de expresiones invariantes bajo todas las transformaciones del 
grupo O,.: 


V = pik? +4Ba(k3j Z+ 74 Í7) 
+BelkxkylJx Jyl+ +kyklfys $214 + kxkzlfz, $314), (68.3) 
en donde f4, P2, Pz son constantes reales. 


t Se obtiene el mismo resultado para la representación E,, (en el punto k = 0). La relación de disper- 
sión cerca de un punto dado es realmente siempre la misma para las representaciones que difieran sólo 
en una multiplicación por una representación cualquiera monodimensional del grupo (aquí Ey = Eg X Aru). 
Es evidente que en estos casos los elementos de matriz para las transiciones entre diferentes funciones 
base están en una relación biunívoca. 

1 Dicha situación se presenta para la parte inferior de la banda de huecos del diamante, silicio y ger- 
manio, que tienen todos ellos el mismo tipo de red. 

$ En MC, $99, problema, se ha visto que la representación irreducible D631?) del grupo completo 
de rotación permanece irreducible respecto al grupo O y es el mismo que su representación D”. 
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Los elementos de matriz del operador (68.3) respecto a las funciones 
3/2 2 12 3/2 
Pı Ys Va Piz Ya Pas yop 


se calculan ahora fácilmente a partir de los bien conocidos elementos de matriz 
del momento angular, dados en MC (29.7)-(29.10). El cálculo da 


Vi = Va = (B1+3B2) («5 +k3) +(81+9B2) kz 


Vos = Vaz = (B1+7B2)(kž+k5)+(b1+ß2) kz» 

Vie =-—Va, = 4 3bsk-(ky+ikx), (68.4) 
Vis = Va, = 2V3p(k?— k?) + gv 3Bsikxky, 

Vi = Va = 0. 


Puede simplificarse la construcción de la ecuación secular observando que el des- 
doblamiento del nivel ciertamente no puede ser completo; debe quedar una dege- 
neración doble (Kramers). Esto significa que cada raíz 2 = e(k) = e(0) de la ecua- 
ción secular (cada valor de la matriz Í') es doble. Así pues, a cada valor propio 4 
le corresponderán dos conjuntos linealmente independientes de magnitudes 4,, 
(n= 1, 2, 3, 4), soluciones de las ecuaciones 


Y VumQm = ¿Qn: (68.5) 


Combinando estos dos conjuntos, podemos imponer una condición adicional sobre 
las P,, en particular haremos que se anule una de ellas, por ejemplo $, = 0. Entonces 
la ecuación (68.5) con n= 4 da 


Vapi + Vado +Vasd3 = 0. 


Sustituyendo $, procedente de esta expresión en las ecuaciones con n= 1 y 2, 
obtenemos dos ecuaciones homogéneas con dos incógnitas €, y do»: 


(ca Vais Vas Vio— VaV, e) ($) -32 (+) i 
Vor—VaV osl Vas Vo —VaW 23/V as) Nba bz 


la ecuación con n = 3 no da nada nuevo. Así pues, el problema de los valores 
propios de la matriz 4 x 4 se reduce al problema correspondiente a una matriz 
2 x 2. Formando y resolviendo su ecuación secular, con el valor de Vmn de (68.4), 
se tiene 


2 = HU + Vao) [ii V+] V 12124] V 43 [212, 


330 Electrones en la red cristalina 


o finalmente 
€1,9(k) —e(0) = Ak? [Bk*+ CG + k2k24 k2k2)]" 2: (68.6) 
en donde 


A=Bi+5Pe, B = 168, C = 3482-1682) 


(G. Dresselhaus, A. F. Kip y C. Kittel 1955). El nivel se desdobla al separarse del 
punto k = 0 en cualquier dirección. łĦ 

Consideremos brevemente la forma de las ecuaciones que describen el compor- 
tamiento de las particulas cerca de la parte inferior degenerada de una banda en 
un campo magnético. Consideraremos un caso particular, el segundo de los con- 
siderados en esta sección, es decir el espectro (68.6). 

La aplicación directa del hamiltoniano formado a partir de (68.6) mediante 
la regla (56.7) conduciría a serias dificultades debido a que el espectro no es 
analitico cerca de k = 0. Pueden evitarse estas dificultades haciendo el cambio 
k>k = K-—eÂ/ħc no en (68.6) sino en el hamiltoniano matricial (68.3) (con 
simetrización respecto a los componentes de k, con objeto de preservar la propie- 
dad hermítica). Cada elemento de matriz del hamiltoniano se convierte entonces 
en un operador lineal diferencial que actúa no sólo sobre los índices de spin sino 
también sobre los argumentos de las funciones f,(K) en las ecuaciones (68.5); por 
tanto, éstas se transforman en un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales lineales. 

Para tener en cuenta el efecto del spin en la presencia de un campo magnético, 
debemos añadir al hamiltoniano (68.3) términos que dependan directamente de H 
y que no estén determinados por consideraciones de invariancia «gauge». Como 
se supone que el campo es débil, los términos añadidos deben ser lineales en H; 
además debido a que se supone también que k es pequeño, deben ser independien- 
tes de k (cf. $ 59). En el caso presente, la forma general de dichos términos, inva- 
riantes bajo todas las transformaciones de simetría del cristal, es 


BH J+H} +H, ¡A HG. (68.7) 


Para concluir esta sección, podemos mencionar la situación interesante que 
aparece si una de las bandas que se encuentra en el punto de degeneración k, es 
la banda de conducción y la otra es la banda de valencia. En dicho espectro el 
intervalo de energía prohibido es nulo; una cantidad infinitesimal de energía es 
suficiente para crear un electrón y un hueco con impulsos próximos a kọ. Dichos 


t La aplicación de la teoría de perturbaciones a los estados que poseen solamente un nivel degene- 
rado presupone que los intervalos s(k) — e(0) en el desdoblamiento resultante son pequeños en compara- 
ción con las distancias de las bandas adyacentes, incluyendo aquellas que se desdoblan por la interacción 
spin-órbita. 
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cristales son en cierto sentido intermedios entre los aislantes y los metales. No 
existe ningún intervalo de energías prohibido, pero los estados de los electrones 
y huecos están separados excepto en un punto del espacio k. Podemos decir que 
es un metal en el que la superficie de Fermi se ha contraído hasta un solo punto kọ. 
Para T = 0 dicho semiconductor sin intervalo de energías prohibido o vacíot no 
tiene portadores de carga, pero a bajas temperaturas su número aumenta según 
uná ley potencial (no exponencial). La forma del espectro cerca del punto k, no 
puede establecerse a partir sólo de argumentos de simetría; la interacción de Cou- 
lomb de los electrones y huecos produce una singularidad en los elementos de 
matriz de la perturbación en dicho punto. 


t Un ejemplo es una modificación del estaño denominada estaño gris. 


CAPITULO VII 


MAGNETISMO 


$69. Ecuación del movimiento de un momento magnético en un ferroimán 
(ferromagneto) 


La estructura magnética de los cristales genera ramas específicas del espectro 
de energía. Antes de analizar estos espectros, recordemos algunas características 
de las intersecciones en cuerpos magnéticos. 

La forma principal de interacción en las sustancias ferromagnéticas es la inter- 
acción de intercambio de los átomos, que establece la imanación espontánea. Una 
propiedad característica de esta interacción de la imanación relativa a la red: la 
interacción de intercambio es el resultado de la interacción electrostática de los 
electrones y de la simetría de la función de onda del sistema y no depende de la 
dirección del spin total. t 

El sistema ferromagnético más sencillo es un aislante cuya red cristalina con- 
tiene átomos que poseen un momento magnético, siendo «ferromagnético» el signo 
de la interacción de intercambio, es decir, de tal forma que es energéticamente 
favorable la posición paralela de los momentos. El estado fundamental del sistema 
es entonces aquél en el que son paralelos todos los spines. Hablando con más pre- 
cisión, en este estado la proyección del spin total del sistema en una cierta dirección 
tiene su mayor valor posible Xs, (suma respecto a todos los átomos), siendo s, 
el spin de un átomo. En efecto, el hamiltoniano de la interacción de intercambio 
Á,,,. se conmuta con el operador $ del spin total y, por consiguiente, con su com- 
ponente S, como se deduce del hecho de que H es independiente de la dirección 
de los spines y S es el operador de rotación en el espacio de los spines. De aquí 
que el estado fundamental deba tener un valor definido de S, y el valor máximo 
de S, corresponde a la energía mínima. Entonces s, y el componente s, del spin 
de cada átomo tienen sus valores máximos, de modo que el momento magnético 
del estado fundamental es igual al valor «nominal» Xua, en donde y, es el momento 
magnético de un átomo. Sin embargo, esta propiedad se ve destruida por interac- 
ciones más débiles (relativistas). 


f Los resultados experimentales sobre los coeficientes giromagnéticos g, que son muy próximos a 2 
en el caso de los ferromagnetos indican que el ferromagnetismo tiene su origen en el spin. 
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En casos más complejos, la imanación del cuerpo no es igual a su valor nominal. 
En particular, cuando la interacción no es ferromagnética entre todos los átomos, 
pueden formarse estructuras de dos subredes con imanación opuesta, cuyas ima- 
naciones son diferentes y que, por consiguiente, no están compensadas por com- 
pleto; las sustancias que tienen esta estructura se denominan ferritas, mientras 
que el caso de la compensación completa corresponde a los antiferroimanes. 

Finalmente, en un metal ferromagnético no podemos considerar los spines de 
los átomos independientemente de los electrones de conducción, que no están nunca 
completamente imanadas ni siquiera a T = 0 (debido a la influencia de la dege- 
neración de Fermi). 

Como en un sistema macroscópico cualquiera, los estados débilmente excita- 
dos de un ferroimán pueden considerarse como un conjunto de excitaciones ele- 
mentales, esto es, un gas de cuasipartículas. Las excitaciones elementales en una 
distribución ordenada de momentos magnéticos atómicos se denominan magnones. 
Como estamos considerando cuasipartículas en una red cristalina con simetría de 
traslación, los magnones tienen cuasiimpulsos definidos (que toman valores en una 
celda de la red recíproca) y no impulsos reales. En la descripción clásica, los mag- 
nones resultan ser ondas de spin, es decir, oscilaciones de los momentos magné- 
ticos, que se propagan a través de la red. Los magnones obedecen a la estadística 
de Bose y los números grandes de ocupación de los estados de los magnones corres- 
ponden al caso límite clásico de las ondas de spin. 

Si la longitud de onda de spin es grande en comparación con la constante a 
de la red, es decir, si los números de onda k < 1/a, la onda de spin puede estudiarse 
macroscópicamente; la relación de dispersión «w(k) de las ondas se expresa enton- 
ces en función de parámetros fenomenológicos (constantes del material) que apa- 
recen en las ecuaciones macroscópicas del movimiento de los momentos magné- 
ticos. Así pues, el espectro de los magnones e = hw(k) se expresa también en fun- 
ción de estos parámetros. Dicho método para definir el espectro de magnones es 
exactamente análogo a la definición del espectro de fonones de ondas largas en fun- 
ción de parámetros macroscópicos (módulos elásticos) que aparecen en las ecua- 
ciones macroscópicas de las vibraciones en las ondas sonoras. Para llevar a cabo 
este programa, debemos obtener primero las ecuaciones relevantes del movimiento. f 

Consideremos en primer lugar las interacciones de intercambio. Puesto que 
ahora estamos considerando los estados débilmente excitados de un ferroimán (y 
únicamente pueden obtenerse de forma general sus propiedades), debemos pre- 
cisamente los movimientos «lentos» (frecuencia baja) de los momentos magnéticos. 
Estos movimientos son aquellos en que la dirección del momento magnético varía 
lentamente en el espacio, permaneciendo constante su módulo: la imanación de 


t Los resultados siguientes de esta sección se deben a L. D. Landau y E. M. Lifshitz (1935). Son 
válidos para los ferromagnetos de «intercambio». No estudiaremos aquí lo que suele denominarse ferro- 
magnetismo débil, en donde el momento ferromagnético se debe únicamente a las interacciones rela- 
tivistas. 
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equilibrio queda fijada por la interacción de intercambio y, por ello, en su varia- 
ción debe producirse un consumo de energía a cualquier longitud de onda (admi- 
timos que el cuerpo está suficientemente lejos de su punto de Curie, en el que se 
hace cero la imanación espontánea). Por otra parte, resulta sin variación la energía 
cuando se hace girar el momento magnético del cuerpo como un todo; de aquí 
que una rotación de la imanación que no sea uniforme en todo el cuerpo exige 
una cantidad de energía que disminuye al aumentar la longitud de onda (es decir, 
las vibraciones de onda larga tienen una frecuencia menor). La ecuación corres- 
pondiente a la densidad del momento magnético (imanación) M debe ser, por tanto, 
tal que se conserve |M |: 


9M/0t = QXM, (69.1) 


siendo $2 la velocidad angular de precesión del momento, que determinaremos a 
continuación. Escribiremos la ecuación del movimiento como una ecuación dife- 
rencial de primer orden en el tiempo, puesto que a bajas frecuencias pueden des- 
preciarse las derivadas de orden superior. 

Para determinar $ debemos tener en cuenta que a longitudes de onda largas 
y temperaturas bajas, la disipación de energía al variar la imanación es pequeña 
y puede despreciarse; se justificará esta hipótesis al final de $ 70. Para determinar 
la forma que debe tener la condición de ausencia de la disipación, consideraremos 
los momentos magnéticos del imán como un parámetro independiente cuya dis- 
tribución de equilibrio se encuentra haciendo mínima la energía libre. Llevaremos 
a cabo la operación de obtener el mínimo a temperatura constante, a volumen 
constante del cuerpo y a campo H constante en todos los puntos del cuerpo; el 
potencial termodinámico respecto a estas variables en la energía libre F.+ La varia- 
ción ôF para un cambio infinitesimal de M puede escribirse 


ÒF =-— | Her. ÔM dV, (69.2) 


con la notación H,, para el «campo efectivo» por analogía con la expresión para 
la energía del momento magnético en un campo magnético externo. En el equi- 
librio H,, = 0. 

Se calcula la disipación de energía cuando varía la imanación con el tiempo 
mediante la derivada 


O = T0S/0t =—0ORmin/0t =—0O£]/0t, 


t Vor EMC, $ 36, en donde las magnitudes termodinámicas que se refieren al cuerpo como un todo 
se designan mediante letras. En el caso de una distribución inhomogénea, es más correcto hablar de la 
energía libre del cuerpo (para un volumen dado) y no del potencial termodinámico ®. No nos ocupare- 
mos de los efectos de estricción, es decir de las tensiones y deformaciones que aparecen en el cristal 
cuando varía la imanación. 
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en donde S es la entropía del cuerpo y Rmin el trabajo mínimo necesario para llevar 
el cuerpo a un estado de no equilibrio dado. Según (69.1) debemos tener 


O = | H.s.(0M/01) dV = f Her - QxM dY. (69.3) 


De aquí se ve que en ausencia de disipación el vector 2 debe ser paralelo al vector 
H,,, de modo que podemos poner £2= constante x H,,. La ecuación (69.1) se 
transforma entonces en 


M = constante XHef XM; (69.4) 


más adelante se aclarará el significado y valor de la constante. 
De acuerdo con la definición (69.2), la forma explícita de la derivada del campo 
efectivo se halla variando la energía libre del cuerpo. Esta energía es 


F = | (fAM)+Uno-u— M . H— H?/87} dV; (69.5) 


ver EMC, $ 36. De aquí que f.(M) sea la densidad de energía libre de un cuerpo 
con imanación uniforme a H = 0, que tiene en cuenta únicamente las interacciones 
de intercambio y, por consiguiente, es independiente de la dirección de M; Uno. 
es la densidad de energía de intercambio adicional debida a la variación lenta de 
dirección de M a través del cuerpo con imanación no uniforme. 

Los primeros términos del desarrollo de esta energía en potencias de las deri- 
vadas del momento M respecto a las coordenadas son 


1 oM œM. 
2 “ko “Ox > 
esta forma (cuadrática en las derivadas) es definida positiva. La expresión (69.6) 
se construye de modo que sea independiente de la dirección absoluta de M (de 
acuerdo con las propiedades de la interacción de intercambio). En cristales uni- 
áxicos, el tensor simétrico a;, de orden dos tiene componentes Ass= Ayy = %, 
A, = A (en donde el eje z es el eje de simetría del cristal); en cristales cúbicos, 
Qis = 004. 

Puede estimarse el orden de magnitud de los coeficientes &;, observando que 
la energía de no uniformidad relativa al volumen de una celda unidad de la red 
cristalina debería ser igual a los valores atómicos característicos de la energía de 
interacción de intercambio si la dirección del momento variase considerablemente 
a lo largo de distancias del orden de la constante de la red a. La energía de inter- 
cambio característica es igual, en orden de magnitud, a la temperatura de Curie, 
T, (punto en el que desaparece el ferromagnetismo). A partir de la condición 7,/a? ~ 
~ uM?/a? se tiene 


Unou = (69.6) 


a ~ TeļaM?. (69.7) 
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Variando la integral (69.5) para valores dados de H en cada punto del cuerpo, 
e integrando por partes en el segundo término se tiene 


l 0-M 
ôP = | | FM)MJM— aix m0 ôM dY. 


De acuerdo con la definición (69.2), la expresión entre corchetes es — H,,. El 
primer término es paralelo a M, pero desaparece al sustituirse en la ecuación de 
movimiento (69.4) y puede, por consiguiente, omitirse.j Así se halla 


02M 
ef = Qik “Ox Ox e 

Cuando únicamente se tienen en cuenta las interacciones de intercambio, con 
independencia de la dirección del momento magnético, en el caso de un cuerpo 
uniformemente imanado, la ecuación (69.4) debe reducirse a la ecuación del mo- 
vimiento de un momento en precesión libre: 


H (69.8) 


oM zle] 

ðt 2mc 
en donde e = — | e | y m son la carga y la masa del electrón y g el coeficiente giro- 
magnético de la sustancia ferromagnética (ferromagneto) (cf. Campos, § 45). Por 
otro lado, en el caso de imanación uniforme H,, == H; de aquí se deduce que el 
coeficiente constante en (69.4) es g | e|/2mc y, por tanto la ecuación del movimiento 
es 


TN Hex M, (69.9) 


con H,, tomando de (69.8). 

Para formar un sistema completo de ecuaciones debemos añadir la ecuación 
de Maxwell que relaciona el campo H con la distribución de la imanación M. Las 
ondas de spin, que se estudiarán en $ 70, son ondas de baja frecuencia en el sentido 
de que w < ck. En estas condiciones, el campo es cuasiestacionario; las derivadas 
respecto al tiempo pueden despreciarse en las ecuaciones de Maxwell, que resultan 
así 


rotH = 0, div B = div(H+4xM) = 0. (69.10) 


La cuestión que puede plantearse ahora consiste en la legitimidad de hacer variar 
la integral (69.5) respecto a M con H constante a pesar del hecho de que están rela- 
cionadas por la segunda ecuación (69.10). La respuesta es que, si hacemos H = 


$ Pero entonces no es necesario que Hs sea cero en el equilibrio. 
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= — pġ (a partir de la primera ecuación) y calculamos la variación de la integral 
respecto a $, resulta cero por la segunda ecuación, de modo que la variación res- 
pecto a H no realiza ninguna contribución a df. 

Si el cuerpo no está en un campo magnético externo, el campo en su interior 
se debe totalmente a la distribución de la imanación y en general es del mismo 
orden que M. En este sentido, el término H del campo efectivo (69.8) es un efecto 
relativista (los momentos magnéticos externos y, por consiguiente, la imanación 
espontánea M están determinados por el magnetón de Bohr f = | e | h/2mc, que 
tiene c en el denominador). En la aproximación de intercambio puro hasta ahora 
considerada ha de omitirse, por tanto, el segundo término de (69.8) y la ecuación 
del movimiento resulta 


ôM _glel, _0M 
ôt 2mc © Ox: Ox 


Esta ecuación no es lineal. 


La ecuación (69.11) puede volverse a escribir como la ecuación de continuidad 
para el momento magnético: 


xM. (69.11) 


1,90 
ðM: | Ly 


ðt “Ox 9, 


en donde el tensor del flujo de momento es 


Mau = glel zu (Mx 


ðM 
2mc ) f 


OXk 


Esto es lógico puesto que en la aproximación de intercambio se conserva el mo- 
mento magnético total del cuerpo. 

Consideremos ahora el hecho de que en un ferromagneto no existen únicamente 
las interacciones de intercambio sino también las interacciones relativistas consi- 
derablemente más débiles de los momentos angulares del electrón (spin-spin y 
spin-órbita). En la teoría macroscópica se describen mediante la energía anisótropa, 
cuya densidad U,, depende de la dirección del vector de imanación respecto a la 
red cristalina; estas interacciones determinan la dirección de equilibrio de la ima- 
nación espontánea del ferromagneto. Como ya se ha mencionado, las interacciones 
relativistas incluyen la de M con el campo magnético H. 

En un cristal uniáxico, la energía de anisotropía tiene la forma 


Uan = — 4K M2. (69.12) 


Si K> 0, la imanación de equilibrio está dirigida a lo largo del eje de simetría 
(eje z; un ferromagneto del tipo «eje fácil»); si K < 0, la dirección de la imanación 
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espontánea está contenida en el plano xy (un ferromagneto del tipo «plano fácil»). 
En un cristal cúbico, la energía de anisotropía puede escribirse 


Uan = (K'/M)MEM3+ MM 4 MM), (69.13) 


en donde los ejes x, y, z tienen las direcciones de los tres ejes cuaternarios de sime- 
tría (las aristas de las celdas cúbicas). Si K’ > 0, el vector M de equilibrio tiene su 
dirección coincidiendo con una de las aristas de las celdas cúbicas; si K’ < 0, coin- 
cide con una de las diagonales espaciales de las celdas.j 

Consideraremos el caso especial de un ferromagneto uniáxico. Sumando al 
integrando de (69.5) el término U,,, (69.12), obtenemos al realizar la variación un 
término adicional — KM,v.óM, siendo y un vector unidad a lo largo del eje de 
simetría del cristal. Así hallamos para el campo efectivo 


02M 


Hef = Xik Ox; xk 
1 


+KM.v+H. (69.14) 


Se ve fácilmente que aparte de este cambio del campo efectivo no existe ninguna 
otra alteración de la ecuación del movimiento (69.9) debida a la inclusión de los 
efectos relativistas: despreciar la disipación significa como antes que el segundo 
miembro de la ecuación del movimiento debe ser perpendicular a H,,, es decir, 
debe tener la forma M’ x H,,, en donde M’ sólo puede diferir de M en la inclusión 
de los efectos relativistas, que siempre son pequeños en comparación con la mag- 
nitud M grande y, por tanto, carecen de importancia. Los términos relativistas en 
H,, se suman a una magnitud que es pequeña debida a que M varía sólo lentamente 
a través del cuerpo; estos términos pueden resultar significativos a longitudes de 
onda suficientemente largas. 


$70. Magnones en un ferromagneto. El espectro 


Apliquemos las ecuaciones deducidas en $ 69 a la propagación de ondas en las 
que la densidad del momento magnético realiza pequeñas oscilaciones, con un mo- 
vimiento de precesión alrededor de su valor de equilibrio M,. Consideraremos 
una muestra de un sólo dominio con M, constante en todo su volumen y tomaremos 
únicamente el caso de longitudes de onda mucho menores que el tamaño de la 
muestra. El medio puede considerarse infinito. 


tł Las magnitudes adimensionales K y K’ para diversas sustancias ferromagnéticas tienen valores 
en un margen amplio desde varias décimas a algunas decenas. El orden de magnitud del cociente de las 
interacciones relativa y de intercambio viene dado por a*U¿n/T¿, que vale usualmente 1071-1073, 
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En primer lugar tendremos en cuenta únicamente las interacciones de inter- 
cambio, es decir utilizaremos la ecuación (69,11). Hagamos M = Mọ, + m, siendo 
m pequeño y linealicemos la ecuación omitiendo los términos de segundo orden 
en m; como M = M,, en esta aproximación m | Mọ. El resultado es 

| el 0m 


A . 70.1 
me Ox Oxx XMo; 00m 


a partir de ahora tomaremos g = 2. En el caso de una dependencia de m con el 
espacio y el tiempo en la forma exp[i(k-r — œt)], se tiene 


iwm = (| e|/mc) «km XMo, (70.2) 


en donde a. = a(n) = an, y n es el vector unidad en la dirección del vector de 
onda k. Desarrollando esta ecuación en sus componentes se tiene 


iwm, = (|e|/mc)aMk?m,, 
iom, = — (|e |/mc) xMk?mx, 


teniendo el eje z la dirección de M,. De aquí que la relación de dispersión para las 
ondas de spin seat 


w = (|e| M/mc) a(n) k. (70.3) 


Vemos que, de acuerdo con la discusión realizada al principio de § 69, la frecuencia 
en la aproximación de intercambio tiende a cero cuando k —> 0. El vector m de la 
onda de spin rota en el plano xy con velocidad angular w constante, permaneciendo 
su módulo constante. 

En la descripción cuántica, la fórmula (70.3) determina el espectro de energía 
de los magnones (e = hw): 1 


s(k) = 28Ma(n) k?. (70.4) 


En el formalismo de la segunda cuantización, se sustituyen las magnitudes ma- 
croscópicas que describen el ferromagneto por operadores expresados en función 
de los operadores de creación y aniquilación de magnones. Veremos cómo se rea- 
liza esto en la práctica para los magnones de (70.4). 

Asignemos a la magnitud clásica M un operador vector M cuyos componentes 
satisfacen ciertas reglas de conmutación. Sea Ŝ(r)ôV el operador del spin total 


+ Utilizando una teoría microscópica F. Bloch (1930) obtuvo por primera vez una relación de disper- 
sión cuadrática para las ondas de spin. La expresión de este espectro en función de parámetros macroscó- 
picos fue dada por L. D. Landau y E. M. Lifshitz (1945). 


tł En todo este capítulo ff designará el magnetón de Bohr, ß= |e | h/2mc. 
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de los átomos en un elemento de volumen físicamente infinitesimal ôV en el punto r. 
Los operadores S(r,)5V, y S(r,)ôV, que se relacionan con elementos diferentes ôV, y 
ôV, se conmutan entre sí, pero los componentes de uno de ellos y los mismos ope- 
radores S(r)ó V obedecen las reglas normales de conmutaciún correspondientes a los 
momentos angulares: 


S ôV. S, ôV — S, ôV. Sx ÒV = iS, ôV, 


o sea Ê, , — $, $, = iĝ,/ôV (y análogamente para los demás conmutadores). En 
el límite cuando ôV —> 0, estas reglas pueden escribirse para r, y Tr, 


SAry Sy(r2)—Sy(12) S(r1) = i$-(r1) ó(r1—r9). 


Multiplicando a continuación esta ecuación por 4ß? y observando que el operador 
de imanación es M = — 28S, obtenemos 


Mary Mr) — M, (12) MAri) =—2i8M 411) Ó(r,—r9). (70.5) 


En el caso de ondas de spin en las que M realiza pequeñas oscilaciones alrededor 
del eje z y en la primera aproximación respecto a las magnitudes pequeñas m, y 
m, podemos sustituir el operador M, por el número M, % M; entonces 


MAr1) ñ,(12)— 1,12) Ari) =—2iBMÓ0(r1—r2). (70.6) 


A partir de esta expresión es evidente que m, y m, son en este caso (independiente- 
mente de algunos factores constantes) los «impulsos y coordenadas generalizadas» 
canónicamente conjugadas, como ġ y o' en la cuantización de las ondas sonoras 
en un líquido ($ 24). Sin embargo, existe una diferencia esencial entre ambos casos. 
La regla de conmutación (24.7) para los operadores de fonones es exacta y no de- 
pende de que sean las oscilaciones pequeñas o no (es decir, no depende de que 
sean pequeños los números de ocupación de los estados de fonones). La regla (70.6) 
es aproximada y únicamente es válida en primera aproximación respecto a la pe- 
queña magnitud m. 

Mediante la regla de conmutación (70.6) y la relación entre los operadores A, 
y Mı, que corresponde a las ecuaciones lineales (70.1) podemos hallar expresiones 
correspondientes a estos operadores en función de los operadores de aniquilación 
y creación de magnones como se hizo en el caso de los fonones en $ 24 (ver 871, 
problema 4). 

Volvamos al estudio del espectro de magnones y a la influencia que tiene sobre 
el mismo los efectos relativistas. Ahora resulta necesario tener en cuenta también 
el campo magnético H que se obtiene como resultado de las oscilaciones de M. 
Éste será del mismo orden de magnitud que m; lo llamaremos ahora h. 
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Las ecuaciones de Maxwell (69.10) dan 


kxh=0, k.h =-—4xk.m. 


A partir de ellas vemos que h resulta paralelo al vector de ondas y vale 


h =-—4x(n.m)n. (70.7) 
Si se sustituye (70.7) en los dos últimos términos del integrando de (69.5) se llega a 


—m .h—/?/87 = 27(n .m); (70.8) 


. se ha omitido ahora el término M¿h porque su integración en todo el volumen se 
transforma en una integral de superficie (puesto que h es un campo potencial) y se 
anula. La parte (70.8) de la energía de anisotropía de una onda de spin se denomina 
a veces parte magnetostática. 

Supongamos que el ferromagneto sea uniáxico y del tipo de «eje fácil», de modo 
que M, sea paralelo al eje de simetría del cristal (eje z): M, = vM. Con vistas a las 
aplicaciones posteriores, consideremos también la presencia de un campo magné- 
tico externo $ paralelo a la misma dirección v; la muestra se considera cilíndrica 
con su eje a lo largo de y. Entonces el campo dentro del cuerpo es H = +h. 
La ecuación linealizada del movimiento, que se escribe después de multiplicar 
por h, es 


—iem = 28$((ak?4+ K+$/M) vxm—vXh). (70.9) 


En el caso de un cristal uniáxico a = a, sen? 0 + a, cos? 0 en donde 0 es el ángulo 
formado entre k y y. 

Sustituyendo h tomado de (70.7), escribamos la ecuación en sus componentes; 
es conveniente tomar el eje x en el plano que contiene las direcciones de y y n. A 
partir de la condición de compatibilidad de las dos ecuaciones resultantes para 
M, y my, se halla la relación de dispersión 


e(k) = 28M[(ak?+K+$S/M)Xak2+K-+$9/M-+4 sen 9)]U2, (70.10) 


Debido al término en sen? 0 = k?/k?, el desarrollo de e(k) en potencias de los com- 
ponentes de k no es una simple serie de potencias. Esto se debe al largo alcance 
de las interacciones magnéticas. 

Para cristales cúbicos es válida una expresión de la forma (70.10), que ha sido 
deducida para un ferromagneto uniáxico (del tipo de «eje fácil»). Esto es conse- 
cuencia de que el cambio de la energía de anisotropía en el caso de desviaciones 
pequeñas del vector M desde su dirección de equilibrio tiene en cualquier caso la 
misma forma. Por ejemplo, en un cristal cúbico con K'> 0, la variación dU,,, 
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cuando M se separa de la dirección de M,, que coincide con la arista del cubo, 
depende únicamente del ángulo 0 formado entre M y M, y vale ÓU,, = K'M?0?. 
Comparando este valor con la expresión 9U,, = +KM*0? correspondiente a un 
cristal uniáxico, vemos que, para pasar al caso de un cristal cúbico con K’ > 0, 
únicamente necesitamos reemplazar K por 2K' en (70.10). Análogamente es fácil 
ver que, para pasar al caso de un cristal cúbico con K’ < 0 (teniendo M, la direc- 
ción de una diagonal espacial del cubo), debemos sustituir K por 4| K’ |/3. Ade- 
más en un cristal cúbico a(n) se reduce a una constante. En el caso de un ferromag- 
neto uniáxico del tipo «plano fácil» (K < 0) la situación es diferente: la variación 
9U,, cuando M se desvía respecto a M, depende tanto del ángulo polar como del 
azimut de la dirección de M respecto a M,; por tanto, este caso requiere una con- 
sideración especial (ver problema). 

El resultado (70.10) está relacionado únicamente con la parte inicial del espectro, 
en el que resulta permisible un tratamiento macroscópico porque k < 1/a. Cuando 
k es grande, pero todavía se satisface esta condición (ak? > 4x, K), la expresión 
(70,10) se convierte en 


s(k) = 28Mo(n) k2+285. (70.11) 


El primer término de esta expresión es el mismo que en la expresión de intercambio 
puro (70.4). El campo externo añade simplemente el término 28% a la energía del 
magnón. Por consiguiente, en esta aproximación, el magnón tiene una proyección 
de su momento sobre Mọ igual a — 2f. La excitación de cada magnón reduce el 
momento magnético total del cuerpo en 28. 

En el caso opuesto, cuando k > 0, la expresión (70.10) tiende a una magnitud 
no nula, que para $ = 0 vale 


4r i/a 
e(0) = 28MK +% sento) (70.12) 
Así pues, la inclusión de la anisotropía magnética produce un intervalo vacío o 
prohibido de energía en el espectro de magnones. [La frecuencia correspondiente 
w(0) = e(0)/h se denomina frecuencia de resonancia ferromagnética]. Esto es na- 
tural, puesto que en presencia de anisotropía incluso una rotación del momento 
magnético como un todo (es decir, para k = 0) exige una energía finita. Vemos 
que para k pequeño los efectos relativistas, aunque pequeños, producen correccio- 
nes relativamente grandes al espectro. 

El concepto de magnones como excitaciones elementales se aplica a estados 
del cuerpo débilmente excitados y, por tanto, a temperaturas bajas. De aquí que 
en las fórmulas relativas a magnones, deben tomarse para T = 0 los valores de todas 
las constantes del material (incluyendo la imanación M). 

Volvamos ahora a la hipótesis realizada en $69 de que es débil la disipación. 
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En la descripción cuántica, la disipación significa que el período de vida de los 
magnones es finito debido a que interaccionan entre sí y con otras cuasipartículas. 

Si consideramos en primer lugar la interacción entre magnones, debemos em- 
pezar por señalar que en la aproximación del intercambio es constante el número 
de magnones: cada magnón tiene la misma contribución — 26 a M, y la interac- 
ción de intercambio conserva M,. Por tanto, en esta aproximación sólo pueden 
producirse procesos de dispersión. Sin embargo, su probabilidad disminuye con 
la temperatura, debido simplemente a la disminución del número de elementos 
de dispersión, de modo que el decaimiento del intercambio tiende siempre a cero 
para T = 0. Veremos posteriormente ($ 72) que un estado con un magnón en la 
aproximación de intercambio es de hecho un estado estrictamente estacionario 
del sistema.t 

Para T = 0 el decaimiento de los magnones se debe únicamente a su desinte- 
gración. Estos procesos pueden ocurrir solamente debido a las interacciones rela- 
tivistas y, por tanto, su probabilidad es pequeña. Además, para k pequeño la pro- 
babilidad de desintegración se ve siempre disminuida por el pequeño valor de los 
pesos estadísticos (volúmenes de fase) de los estados finales del proceso. 

El decaimiento de los magnones también se ve producido por su interacción 
con los fonones; en este caso la parte del hamiltoniano de la interacción de inter- 
cambio que depende de la deformación del cristal actúa como operador de per- 
turbación. Para T = 0 es posible la creación de un fonón por un magnón, pero 
el cuasiimpulso del magnón debe ser suficientemente grande: la velocidad del mag- 
nón 0e/hók debe superar a la velocidad del sonido (cf. la tercera nota a $ 65). La 
probabilidad del proceso es pequeña, porque el peso estadístico del estado final 
es reducido. 

Finalmente, en un metal ferromagnético puede siempre aparecer la excitación 
de un magnón de un electrón que esté debajo de la superficie de Fermi, debido 
a la interacción de intercambio con los electrones de conducción. Aquí, de nuevo, 
es pequeña la probabilidad del proceso a k pequeña, porque es también pequeño 
el peso estadístico de los estados finales. 


PROBLEMA 
Hallar el espectro de los magnones en un ferromagneto uniáxico del tipo «plano fácil» (K < 0). 


SoLucióNn. La imanación de equilibrio M, está comprendida en el plano perpendicular al 
eje de simetría del cristal (eje z); tomaremos su dirección como eje x. La ecuación linearizada del 
movimiento del momento magnético en este caso la forma 


— iem = 2P[ak*n,xm-—|K!m,n,—n, Xhy, 


ł Puede señalarse también que la sección eficaz para la dispersión mutua de dos magnones en la apro- 
ximación de intercambio tiende a cero cuando disminuye su energía (ver $ 73). Esto reduce además el 
decaimiento de los magnones a bajas temperaiuras. A temperaturas suficientemente bajas, los efectos 
relativistas tienen importancia también para los procesos de dispersión. 
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en donde n; y ny son vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados y estando comprendido 
el vector m dentro del plano yz, que es perpendicular a M,. Sustituyendo h procedente de (70.7), 
escribiendo la ecuación en sus componentes e igualando a cero el determinante del sistema resul- 
tante, obtenemos el espectro de magnones 


elk) = 28Mlak*(ak*+| K |)+47 seno (ak?+ | K | senp)]1, 


en donde 0 y 4 son el ángulo polar y azimutal de la dirección de k respecto a la de M,, midiéndose 
el azimut desde el plano xz. Cuando ak? > 1, volvemos al mismo espectro cuadrático (70.4) y cuan- 
do k > 0 la energía de los magnones tiende a 


e(0) = 4(7| K |) U? BM |sen Oseng |, 


que es nula cuando el vector k está en el plano xz que contiene el eje de simetría y la imanación 
espontánea del cristal. Sin embargo, esta tendencia a la anulación es sólo aproximada: la inclusión 
en la energía de anisotropía de términos de orden superior produce anisotropía en el plano xy 
y, por consiguiente, un intervalo prohibido de energía para todas las direcciones de k.t 


$ 71. Magnones en un ferromagneto. Magnitudes termodinámicas 


Los magnones excitados en un ferromagneto tienen una cierta contribución en 
sus magnitudes termodinámicas. Los resultados obtenidos en $70 nos permiten 
calcular esta contribución a temperaturas que son bajas en el sentido de que T < T.. 
Efectivamente, en el equilibrio térmico a temperatura T, la mayoría de los magno- 
nes tienen energía € ~T. En el caso de un espectro cuadrático 


E(k) = 28Mx(n) k?, (71.1) 


esto significa que a temperaturas T < T, los magnones se excitan con cuasiimpul- 
sos k < (T,/6Ma)'”?. Utilizando la estimación (69.7) para a y estimando la ima- 
nación como M ~ f/a? (el momento magnético por celda unidad es del orden de 
un múltiplo pequeño de £), encontramos que ak < 1, es decir, la condición para 
que sean válidos los resultados de $ 70. 

Las partes debidas a los «magnones» de las magnitudes termodinámicas en un 
ferromagneto se calculan como las magnitudes termodinámicas de un gas de Bose 
ideal con potencial químico cero. Por ejemplo, la parte de magnones del potencial 
termodinámico 2 es 


Qmag = T | log (1—e-*17) V d*k/(27); (71.2) 


f Puede recordarse (ver EMC, $ 37) que el desarrollo de la energía de anisotropía en potencias de M 
es realmente un desarrollo en función del cociente relativista v/c (y no se debe el pequeño valor de M, 
es decir, a la proximidad al punto de Curie). 
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ver parte 1, (54.4). La contribución de los magnones a la energía interna es en- 
toncest 


Enas = Oi TOO ma jar 
z lar Vak (11.3) 


elTZ1 (2n 


La contribución de los magnones a la imanación espontánea determina su de- 
pendencia con la temperatura. Se calcula como la derivada 


Moss = MOMO == Fa], 


respecto al campo magnético externo; cf. EMC, (31.4). Derivando la expresión 
(71.2) obtenemos 


ðe 1 dk 
a a 71.4 
ap ka]... eT] ny qua) 


La derivada — 0e/0$ es el momento magnético intrínseco del magnón. 
Calculemos las integrales (71.3) y (71.4) para temperaturas T > 2xPM;t en- 

tonces la expresión límite (71.1) puede utilizarse para el espectro de magnones. 
En vista de la rápida convergencia de las integrales, la integración puede extenderse 
a todo el espacio k en lugar de a la celda de la red recíproca. Considerando a a 
como constante (en el caso de cristales cúbicos) y sustituyendo dèk por 4xk*dk 
se obtiene después de una sustitución evidente 

yT (3 dx 

4r? A?! 2 | ex—1 

0 


VTST (5/2) ¢(5/2)/4724?!2, 


Emag =] 


Il 


en donde designamos por brevedad a 28Ma por A (de modo que e = Ak?). 8 Para 
el calor específico Cmag = 0Emag/0T, de y por tanto 


Sr(5/2) (5/2) 
C mag = V BASA T3/2 


= 0.113(T7/A91 V. (71.5) 


+ Con el potencial químico u = 0 (y, por tanto, también Ø = Nu = 0) tenemos E = p + TS — PV = 
= TS+ Q; la entropía S = —00/0T. La expresión (71.3) podía haberse escrito también como es na- 
tural directamente sin utilizar (71.2). 

ł Para el valor típico M = 2-:10* G, esta condición da T > 1“K. 

§ Ver parte 1, $58, respecto al cálculo de dichas integrales. 
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Esta expresión da únicamente la parte del calor específico correspondiente a los 
magnones; el calor específico del cristal contiene también la parte usual de los 
fonones. 

Volviendo a la integral (71.4), sustituyamos el valor — 28 en el caso del mo- 
mento magnético del magnón de acuerdo con (70.11). El resultado es, para T > 26M 


T3/2 A 1/2 q 
Musa HP f ona (11.6) 


MENTE exr—1 ’ 
0 


de donde 


M(T) = M(0)- BT"? T (3/2) 2(3/2)/2724%/ 
= M(0)-0.1178(T/4yP; (117) 


la contribución de los magnones es, como es natural, la totalidad de la variación 
de la imanación puesto que los fonones no llevan momento magnético. Así pues, 
la variación de la imanación espontánea en el intervalo de temperaturas 28M < 
< T < T, sigue la ley 7? (F. Bloch 1930). 

La presencia del intervalo prohibido (70.10) en el espectro de los magnones 
conduce a una dependencia exponencial de Cmag Y Mmag respecto a T a tempera- 
turas todavía más bajas: cuando T < KM, 


Cmag» Mmag € exp (—2PBKM]0). (71.8) 


La magnitud que aparece en el numerador del exponente es el menor valor del in- 
tervalo prohibido, que se alcanza a 0 = 0 y 0 = 7%; ver también el problema 1. 

Si la imanación espontánea de un ferromagneto en el estado fundamental es 
igual al valor más grande posible (nominal), correspondiente al caso en que todos 
los momentos atómicos del cuerpo son paralelos, este valor resulta sin cambio 
por la aplicación de un campo magnético externo en esa dirección, es decir resulta 
nula la susceptibilidad y en dicha dirección. 

La inclusión de las interacciones relativistas reduce la imanación espontánea 
(a T = 0) en comparación con su valor de «intercambio» y origina la aparición 
de una susceptibilidad no nula (T. Holstein y H. Primakoff 1940). Aunque este 
efecto es muy pequeño su cálculo es de interés fundamental. 

En los cálculos anteriores de la parte o contribución magnética de las magnitu- 
des termodinámicas, hemos omitido la energía del punto cero de los «osciladores 
magnéticos» que no contribuyen a la dependencia con la temperatura de estas mag- 
nitudes. La energía del punto cero corresponde a los números de ocupación de 
los estados de magnón de 4: 


[E(Olmsg = f Ek) V dk /Qnp. 


348 Magnetismo 


De acuerdo con ello, la imanación del «punto cero» es 
M(0) = -f +(0e/05) Pkr}. (71.9) 


Esta integral diverge para k grande, es decir, está determinada principalmente por 
los magnones de longitud de onda corta (ka ~ 1), que no pueden tratarse macros- 
cópicamente. Sin embargo, la variación de la imaginación bajo la influencia de 
efectos relativistas está determinada, como veremos, por la región de onda larga 
del espectro de los magnones y puede calcularse mediante las fórmulas deducidas 
en § 70. 

Por sencillez, consideraremos un cristal cúbico y despreciaremos la constante 
de anisotropia, que en este caso es pequeña, es decir, escribiremos el espectro de 
magnones (70.10) en la forma 


e(k) = 28[(0k2+ $)(Dk*+9+47:M sen? 0)]1, (11.10) 


en donde b = aM; en esta expresión, el término 47M sen? O que procede de la 
energía magnetostática corresponde a los efectos relativistas. La variación reque- 
rida ôM de la imanación bajo la influencia de los efectos relativistas se halla res- 
tando de (71.9) una integral semejante con £im(k) = 2fbk? + 28% en lugar de «(k): 


1 0 dk 
Pd ÓN 8 (101. ==, 71.11 
aM == | ag 1500) — ol ¿o (A) 
Esta integral es convergente para valores grandes de k.t 

En el cálculo, es conveniente derivar primero respecto a M a b constante y se 
ha utilizado la notación b en (71.10) con este objeto. Una redistribución simple 
nos da 


i UEFI OEH EH M sen E 


OM 4mWBM f Ò sent0.2ak? dk.sen8 dð 
ôM Or Ele 
o. 0 


Puesto que la integración respecto a k converge, puede extenderse hasta oo. 


La integral se evalúa fácilmente cuando $ = 0; entonces integrando respecto 
a M, obtenemos 


ôM =-v7 B/80l?. (71.12) 


ł Para evitar malas interpretaciones, podemos señalar que la corrección a la energía del estado fun- 
damental no puede determinarse de este modo: sin la derivación respecto a Ď, la integral de £ — Eint 
es divergente cuando se utilizan las expresiones de longitud de onda larga para el espectro de los magno- 
nes. 
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Esta cantidad es muy pequeña: M/M ~ 107*$, 
Si el campo externo es grande ($ > 4xM), podemos despreciar el término 
4x1 M sen? 0 en el denominador del integrando. El resultado es entonces - 


M =-—21$BMU?2/1508!2 "2, (71.13) 


Cuando Y >œ, ¿M tiende a cero, como debe ocurrir. 

Para concluir podemos señalar que, si hubiésemos intentado investigar la de- 
pendencia de la imanación con la temperatura en un ferromagneto bidimensional 
mediante el mismo método que se ha utilizado en esta sección para el caso tridi- 
mensional, entonces deberíamos haber obtenido (en una aproximación puramente 
de intercambio) una integral con divergencia logarítmica en lugar de (71.6). Esto 
significa que la imanación espontánea en un sistema tridimensional con interacción 
de intercambio es realmente cero para todo valor de T 4 0. Este resultado es aná- 
logo al obtenido en $ 27 para un líquido de Bose bidimensional y en la parte 1, 
$ 137, para un cristal bidimensional. Puesto que la energía del sistema es indepen- 
diente de la dirección del momento magnético, la expresión correspondiente al 
mismo contiene únicamente las derivadas del vector M; esto a su vez conduce 
finalmente a la divergencia de las fluctuaciones (en el caso bidimensional) que des- 
truye la imanación. La inclusión de las interacciones relativistas que dependen de la 
dirección de M, estabiliza las fluctuaciones y hace posible la existencia de un ferro- 
magneto bidimensional. 


PROBLEMAS 


PROBLEMA 1. Calcular las contribuciones de los magnones a las magnitudes termodinámicas 
a temperaturas T< (0). 

SOLUCIÓN. Los magnones importantes son aquellos con cuasiimpulsos k pequeños que se 
propagan en una dirección en donde es mínimo el intervalo prohibido, es decir cerca de 0 = 0 
o 0 = x; estas dos direcciones dan contribuciones iguales. Por ejemplo, cuando 0 es pequeño tene- 
mos, con la exactitud necesaria, 


elk) = 28KM+Ak*+4nBM0”, 


en donde A = 28Mx« en el caso de cristales cúbicos y A = 2ß Ma, en el caso de cristales uniáxicos 
del tipo de «eje fácil». La distribución de magnones a estas temperaturas puede tomarse como 
una distribución de Boltzmann (es decir, podemos despreciar la unidad en los denominadores de los 
integrandos) y puede sustituirse e(k) por e(0) en todos los coeficientes de los exponenciales. La in- 
tegración respecto a k y a 0 se extiende hasta el infinito; el resultado es 


5/2 26KM E, 
Emag = Y KT [aa mag 


32715124312 e T ) > Mmg == VKM ` 
Al calcular el calor específico, únicamente se necesita derivar el factor exponencial: 


C mag T QBKM/]T?) Eiai: 
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PROBLEMA 2. Determinar la dependencia de la imanación con el campo externo cuando se 
cumplen las condiciones Y < 41M, T< PY. 


SOLUCIÓN. En estas condiciones pueden despreciarse los términos relativistas y escribirse 
e(k) en la forma (70.11), Derivando la expresión (71.4) se tiene 


ƏM _ 4p eT dk 
e | (elT-=12 (my * 


Los valores de importancia de k en la integral son pequeños. De aquí que 


ME E aT Po kdk o. 
06 f E RaP 2r? (ak?Mo +O ? 
0 


tomemos a = constante y entonces M, es el valor de M para $ = 0. El resultado final es 


A 
06 z 8Sal(aMo)” 2HY? * 


Así pues, con estas condiciones, M — M, œ §!”. 


PROBLEMA 3. Determinar la dependencia existente entre la imanación a T = 0 y un campo 
externo débil. 


SoLuciÓN. Derivando la integral (71.11), con e(k) tomado de (71.10), con respecto a $, ob- 
tenemos 


OM _ f 4n?Mèß sen*0 d?k 
ô [(aMyk?+4:1Mo sen?0+9) (Mok? + HJ? (27)? * 


Cuando Y —> 0, la integral respecto a dk diverge logarítmicamente para k pequeño. De aquí que 
podamos poner con exactitud logarítmica k = 0, Y = 0 en el primer factor del denominador y $ = 0 
en el segundo factor, pero cortando la integral por debajo a k? —$/aM, y por encima a k? ~ 47 /a. 
El resultado es 


y T VaM a Eg 


oM B 4aMo 


En (71.10) se desprecia K. Cuando $ < KM, $ se sustituye por KM, en el logaritmo. 


PROBLEMA 4. En la aproximación de intercambio, determinar la función de correlación espa- 
cial de las fluctuaciones en la imanación a distancias r > a. 


SoLución. Los operadores Mx y My que satisfacen la regla de conmutación (70.6) y que tienen 
la forma (en la representación de Schrödinger) en función de los operadores de aniquilación y des- 
trucción 


Ar) = (BMIV YE Y (de ei rd e-i +»), 
x 


Far) = i(BMIV Y, (dy e't -1— âf ene"), 
k 
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Con estos operadores calculamos la función de correlación 


Pu kr) = F Mty) Mito) + Mi kr 2) miro), r = r,—Fo, 


en donde los subíndices ¡ y k toman los valores x e y. Puesto que únicamente los productos <áz4>» = 
= n, y <áArA>)= n, + 1 (en donde n, son los números de ocupación de los estados de magnones) 
tienen elementos diagonales de matriz no nulos, se tiene 


Palo) = Ôn | 28M(1+Y e" dk /Qay. 


El integrando da directamente el componente de Fourier de la función de correlación. Puede omi- 
tirse el término constante: corresponde a un término de función delta en 4,y(r), mientras que todo 
el análisis que estamos realizando se refiere únicamente a distancias r > a. Así pues, 


Pik) = 28Mn10;; = 28M[es017 — 1]-1 Os. 
En el límite clásico, cuando € < T, tenemos 
Palk) = 0,T7/20k?. 
En un ferromagneto cúbico, a = constante, y 


Pit) = 8T/81ar, r> (BMa/TY”. 


§ 72. El hamiltoniano del spin 


Para deducir la relación de dispersión para todos los valores del cuasiimpulso 
y no solamente en el límite de longitudes de onda largas, debemos hacer uso de 
modo natural de una información más detallada acerca de la estructura micros- 
cópica de un ferromagneto. 

Consideremos un aislante compuesto por átomos con momento angular orbital 
nulo, pero spin S no nulo. Si no nos hemos de ocupar de los estados de elevada 
excitación que se obtienen como consecuencia de la excitación de las capas elec- 
trónicas de los átomos, podemos promediar el hamiltoniano del sistema respecto 
a las variables orbitales de los electrones de los átomos en sus estados fundamen- 
tales (estando los núcleos atómicos fijos a los nudos de la red). Esto da el hamil- 
toniano del spin del sistema, que contiene únicamente los operadores de los spines 
totales de los átomos.Ħ 

Si tenemos en cuenta precisamente la interacción de intercambio, que depende 
de las orientaciones relativas de los spines únicamente, deben aparecer en el hamil- 
toniano los operadores de los vectores de spin atómico como combinaciones esca- 


t El procedimiento es análogo al de construcción del hamiltoniano de los átomos individuales que 
describe la estructura fina de los niveles atómicos; cf. MC, § 72. 
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lares. Tiene un considerable interés metodológico investigar un sistema descrito 
por el hamiltoniano simple 

A .=-3 Y JamSaSm) Jom = J(Ea— tm), (72.1) 

m xn 

en donde la suma se extiende a todos los átomos; los subíndices «vectoriales» m 
y n (con componentes enteros) señalan las posiciones de los nudos de la red y r, son 
sus vectores de posición. Los números J,,, se denominan integrales de intercambio; 
cf. MC, $62, problemas.+ Haciendo una suma independiente respecto a m y n, 
cada par de átomos aparece dos veces en la suma (72.1) y como es natural Jam = Jmn 

En (72.1) se suponen que todos los átomos magnéticos de la red son iguales (uno 
en cada celda unidad). Sin embargo, la hipótesis básica que subyace bajo este ha- 
miltoniano es que los átomos de la red están suficientemente alejados entre sí. La 
integral de intercambio está determinada por el «solapamiento» de las funciones de 
onda de los dos átomos y disminuye muy rápidamente con la distancia entre ellos 
(exponencialmente). En el caso de un sistema de átomos elevados, podemos admitir 
por tanto una interacción por pares y entonces (72.1) no contiene términos con 
productos de operadores de spin de más de dos átomos. Podemos suponer con la 
misma exactitud que la interacción de intercambio entre dos átomos se realiza 
a través de un sólo par de electrones, uno de cada átomo. Entonces el operador 
de interacción se forma bilinealmente a partir de los operadores de spin electrónico 
y, después de promediar respecto a los estados de los átomos, bilinealmente respecto 
a los spines atómicos (C. Herring 1966).* 

Un sistema descrito por el hamiltoniano (72.1) es ferromagnético si las inte- 
grales de intercambio J,,, > 0. Determinemos la energía del estado fundamental 
de dicho sistema y supongamos que se encuentra también presente un campo mag- 
nético $ externo, sumando a (72.1) el operador 


Y =-289 ES» (12.2) 


de modo que el eje z se escoge paralelo al campo. Los operadores ES „de la pro- 
yección del spin total del sistema se conmuta tanto con Him como con V: los 
estados del sistema pueden clasificarse, por tanto, mediante los valores propios 
de esta magnitud. 

En el caso ferromagnético, el estado fundamental corresponde al valor más 
grande posible NS de la proyección del spin total, siendo N el número de átomos 


ł La descripción de la interacción de intercambio mediante el hamiltoniano de spin se debe a P. A. M. 
Dirac (1929). El hamiltoniano (72.1) fue introducido por J. H. van Vleck (1931) y suele denominarse 
hamiltoniano de Heisenberg, porque corresponde a un modelo de ferromagneto que fue estudiado pri- 
meramente por Heisenberg. 

$ En estas condiciones, la suma de (72.1) debe tomarse como es natural únicamente sobre pares de 
átomos adyacentes. Sin embargo, esto no simplifica las fórmulas y, por tanto, no se indicará explícita- 
mente. 
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del sistema; como es natural, este resultado es independiente de la presencia de un 
campo externo, que simplemente distingue la dirección del eje. 

Sea yọ la función de onda de spin normalizada del estado fundamental. El valor 
máximo NS de la proyección del spin total puede conseguirse únicamente si la 
proyección del spin de cada átomo tiene también su valor máximo S. De aquí que 
y Sea una función propia de cada uno de los operadores Sz: 


A 


SnzXo E SYo. (72.3) 


En lo que sigue necesitaremos los operadores S + = $, + if „ que obedecen 
las reglas de conmutación 


SiS = 2S., S-S- S4 z =+84; (72.4) 


ver MC, (26.12). Sus elementos de matriz son 


(S.1S+18,-1) =(S¿-118_18) = VO FSS- S: +I}; (72,5) 


ver MC, (27.12). El operador $, hace incrementar en una unidad el valor del com- 
ponente S, y $S_ lo hace disminuir en una unidad. Escribamos también 


$SmSn = Saz Saz + (Smt Sn- + Sm- Saa) 


A =—4 Y JmaSmSnz + Sm—Sn+)—289 È Smz> (72.6) 
mn m 
utilizando la simetría Jun = Jam y la conmutatividad de los operadores que perte- 
necen a átomos diferentes. 
Puesto que los operadores „+ tienen elementos de matriz únicamente para 
transiciones con incremento de los números S,, tenemos para el estado con los valo- 
res máximos de estos números 


$Sa+%o = O, (72.7) 
como se ve también a partir de las expresiones explícitas para los elementos de 


matriz (72.5). De aquí que, cuando el hamiltoniano (72.6) actúa sobre la función 
de onda zp, el resultado es 


Ayo = [=% 2 7m05*—289N8) 70. 
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La expresión entre corchetes es la energía E, del estado fundamental. Sustituyendo 
la suma respecto a m y n por la suma respecto a m y a q = n — m, podemos escribir 
finalmente 


Eo =-—$NS? Y J¿—28SNH. (72.8) 
qxo0 
El momento magnético total del sistema en este estado es 285NM. 

El siguiente estado del sistema, según el orden de proyección del spin total de- 
creciente, corresponde al valor NS — 1 de este último y a la excitación de un mag- 
nón con momento magnético — 28. Este valor de la proyección del spin total se 
presenta para un estado con función de onda 


(25)-425.zo, (72.9) 


en la cual el efecto del operador $,_. reduce en una unidad la proyección del spin 
de un átomo. Sin embargo, esta función no es una función propia del hamilto- 
niano del sistema; todavía no tiene en cuenta la simetría de traslación de la red. 
La función propia del hamiltoniano debe construirse como una combinación lineal 
de las funciones (72.9) con todos los valores de n. Razonamientos semejantes a los 
que dieron en $ 55 las funciones de Bloch para un electrón en un campo periódico 
demuestran que para tener en cuenta correctamente la simetría de traslación, esta 
combinación lineal debe tener la forma 


Zk = (2NS) 12 Y elk "$, Z0; (72.10) 


el factor N1 es para la normalización. El vector constante k es precisamente el 
cuasiimpulso del magnón. 

La energía s(k) del magnón es la diferencia E, — E, entre las energías de los 
estados excitado y fundamental del sistema. De aquí que 


(1—Eo) Yu = e(k) zx. 


Sustituyendo en el primer miembro la expresión (72.10) y sustituyendo Eyxo en lugar 
de Hy, obtenemos 


elk) zu = (QNS) 12 elk-"n(HS. —S._B) zo. (72.11) 


La normalización de la función (72.9) se verifica fácilmente observando que 
(Sa-20)*(Sa-%0) = 1351_Sn-2%o 
= (S|Sn+Sp- | S) 
= (S | Sa+ | S-1)(S—11Sn- | SY 
= 25. 
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Aquí se calcula el conmutador fácilmente escribiendo 4 en la forma (72.6) 
y utilizando las reglas de conmutación (72.4). Teniendo en cuenta de nuevo la sime- 
tría de los coeficientes Jmn, se tiene 


AS. —S.-B = Y' Jnl SmS- Saz Sm) +2 BHS. (72.12) 


Finalmente, sustituyendo esta expresión en (72.11), utilizando (72.3) y pasando a la 
suma respecto a q = n — m, tenemos 


e) y = (S E Jle) +289) 7 


La expresión entre corchetes es la energía del magnón buscada. La parte imagina- 
ria de la expresión bajo el signo de suma, al ser una función impar de rą, da cero al 
realizar la suma y el resultado es 


ek) = S Y J(L—COS k ra) +28 (72.13) 


(F. Bloch 1930). 

Esta fórmula da la relación de dispersión exacta para los magnones en un sis- 
tema descrito por el hamiltoniano (72.1). Como es natural en el límite de k pequeño 
se transforma en la relación cuadrática 


e(k) = + Sk;ky È Jada t269. (12.14) 
qx 


El punto de Curie del sistema en cuestión se encuentra a una temperatura T, ~ J 
y por ello a temperaturas T > J el sistema es ciertamente paramagnético. A dichas 
temperaturas podemos, como primera aproximación, despreciar conjuntamente la 
interacción entre átomos. En esta aproximación, la susceptibilidad magnética del 
sistema será la misma que la de un gas ideal de átomos con spin S, a saber 


_N ABS(S+1) 
=y 3T 


(ver Parte 1, § 52); la susceptibilidad es por unidad de volumen. Esta expresión 
es el primer término del desarrollo de la función y(T) en potencias de 1/T. Los 
términos siguientes dependen de la interacción de los átomos; determinaremos el 
primero de estos términos. 

Se define la susceptibilidad (en un campo cero) como la derivada y = 0M]05 
cuando $ > 0 y se calcula la imanación como la derivada de la energía libre: VM = 
= — 0F/0%. Para resolver el problema necesitamos calcular F hasta los términos 
en 1/7?. 


(72.15) 


356 Magnetismo 


Empezaremos a partir de la fórmula F = — T log Z, en donde Z es la fun- 
ción de partición 


Z= YN er 
ls): 


la suma se extiende a todos los niveles energéticos del sistema.f El número total 
de niveles del espectro del sistema es finito e igual al número de combinaciones 
posibles de orientaciones de los spines atómicos respecto a la red. Cada spin tiene 
25 + 1 orientaciones diferentes; por tanto, dicho número es (QS + 1)”. Indicando 
con una barra la media aritmética, podemos escribir 


5 -lp | p- pP 
= (2841) E 7E+ E~s E |. 

El valor medio E” = tr Ĥ”/(2S + 1)”. De acuerdo con una propiedad bien. 
conocida, puede calcularse la tarea del operador con cualquier conjunto completo 
de funciones de onda; escogemos aquellas que corresponden a todas las combina- 
ciones posibles de orientaciones de los spines atómicos. Entonces la operación de 
promediar se reduce a un promediado independiente de cada spin sobre sus direc- 
ciones, y E = 0. Tomando a continuación el logaritmo de Z y desarrollando de 
nuevo en potencias de 1/T, tenemos con la misma exactitud 


1 — 2. 
F =-—TN log 0S+1)-3 + ¿E (72.16) 


En esta expresión únicamente los términos que contienen $? contribuyen. 
a la susceptibilidad. Omitiendo todos los demás términos y observando que las po- 
tencias impares de los componentes de spin dan cero al promediar se tiene 


pan CROY. LS- a Es E, Val Sa Sa) (SuSa). 


Los valores medios son 


Saz Snx = Soz9ny = 0, S == SS+ 1). 


t El cálculo siguiente de la energía libre corresponde a la continuación hasta el término siguiente del 
desarrollo realizado en la Parte 1, § 73. 
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Así pues, 


F = -Z PSNS(S+ 1) SPNSAS+ 1? Y Jo 


q0 
y de aquí tenemos finalmente para la susceptibilidad 
4BS(S+ DN | S(S+1) 
Te E (72.17) 
3TV 3T 2, j 


Debe señalarse que el signo del término de corrección del corchete depende del 
signo de la integral de intercambio. 


PROBLEMAS 


PROBLEMA 1. Hallar la parte magnética del calor específico de un sistema descrito por el ha- 
miltoniano (72.1) a temperaturas T > J. 


SOLUCIÓN. _El primer término del desarrollo del calor específico en potencias de 1/T procede 
del término —E?/2T de la energía libre (72.16). Promediando mediante el mismo método el cuadrado 
del hamiltoniano (72.1) se obtiene 


E? = 1.2 y Jan SmiSmz SniSpx 


m>n 
Ss s+1? 1 2 
= ET O E N 2% 


puesto que S¿S¿ = FS(S+ 1)0íx. El calor específico es entonces 


Cc. - NSUS+ 1) z 
ma = ETT q 


de acuerdo con Parte 1, (73.4). 


PROBLEMA 2. Despreciando la interacción entre spines, calcular la imanación de una muestra 
paramagnética (paramagneto) con cualquier relación existente entre PB9 y T. 


SOLUCIÓN. La función de partición (para un spin en el campo) es 


E 
Z= Í EP (-2B95,/T) 


S=- 
_ senh28H(S+2)/T 
_ senh B9/T : 
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Un cálculo de la energía libre, seguido de la derivación respecto a $, da la imanación 


a 2BD0(S+2) 1 B% 
A (s+>3) co oth —5= T 3 coth e) 


(L. Brillouin 1927). Cuando $$ < T, esta expresión se reduce a (72.15). En el límite opuesto, cuando 
fB9» T, la imanación tiende a su valor nominal de acuerdo con 


M= aan [1-exp(-22) a 


$73. Interacciones de los magnones 


Tiene un considerable interés metodológico el problema de la contribución de 
la interacción de los magnones a la parte magnética de las magnitudes termodiná- 
micas de un ferromagneto. Los cálculos realizados en $ 71 se basaron en un gas 
ideal de magnones no interactivos. Consideremos este problema para un sistema 
descrito por el hamiltoniano con intercambio de spin (72.1). 

Si tenemos prevista la determinación únicamente de la contribución del orden 
más bajo de la pequeña relación T/T,, sólo es necesario considerar la interacción 
por pares de magnones. Esto significa que hemos de considerar dos estados de 
magnones del sistema en los que la proyección del spin total sea NS — 2. 

Esto corresponde a las funciones de onda 


Lan = [45(25— 1)]-2 SS po, 
Xmn = (2S)-1 $ —Sa-20, m Æ n; ' 


puesto que los operadores de átomos diferentes se conmutan, Xnm = Xmn: 1 Se norma- 
lizan las funciones (73.1) mediante la condición z*mnfmn = 1, como se comprueba 
fácilmente desarrollando el producto del mismo modo que se hizo para verificar 
la normalización de (72.9). Puede utilizarse el mismo procedimiento para demos- 
trar que las diferentes funciones %mn son mutuamente ortogonales. 

Las funciones (73.1) no son ellas mismas funciones propias del hamiltoniano 
Las funciones de onda de los estados estacionarios de dos magnones del sistema 
deben ser ciertamente combinaciones lineales de las funciones zp, que escribiremos 
en la forma 


(73.1) 


1 
Ai 'maZmn ~i anno (13.2 
Z 2 77? X 2 X (73.2) 


+ Si el spin S = 4, la aplicación repetida dos veces del mismo operador Ŝa- a la función del estado 
fundamental Xo da cero. Por consiguiente, en este caso todas las funciones «diagonales» Y nm = 0. 


Magnetismo 359 


(puesto que Zmn Y Xam SON iguales, debemos tomar también Yan = Pam). El con- 
junto de coeficientes Y,, forma la función de onda en la representación en la que 
las variables independientes son los números que señalan los átomos en la red. 
El factor 1//2 de la primera suma en (73.2) se incluye de modo que el módulo al 
cuadrado | y |? sea igual a la suma > | Y, |? en la que cada uno de los distintos 
Yan Aparece sólo una vez. 

El mismo método que se utilizó para deducir la ecuación (72.11) para las fun- 
ciones de onda de los estados estacionarios de un magnón muestra que las funcio- 
nes (73.2) deben satisfacer una ecuación semejante: 


Ey = e i, Sa-S.-] Zo 


4 Yon A a 
2 SOS DI? LA, Sa-Sa-] Xo, (73.3) 
en donde ahora 4 = E — E, es la energía de los dos magnones que interaccionan 
y los corchetes [ ] designan al conmutador. 
Para desarrollar los conmutadores del segundo miembro de (73.3), observa- 
remos que 


IA, Sa-S$.-] = [4, Sa] Sa- + Sa-l, Sa], 


y utilizaremos las expresiones (72.12) para los conmutadores [Ĥ, $,_]. Entonces 
teniendo en cuenta las reglas de conmutación (72.4), hagamos una transposición 
de los operadores $, hasta la posición extrema de la derecha, en donde, al actuar 
sobre la función xp, la multiplican por S. El resultado es 


Â, Sassa] žo = sy {Jml S, -—$1-) Sa-+Jn(S, -— $1) Sua Xo 
| 


F Ómn 2 Jasa- -y0— a Sao + ABOS m- Sayo; (73.4) 
l 


para simplificar las fórmulas no se han indicado las limitaciones impuestas a las 
variables de sumación. Las sumas se realizan sobre todos los valores de 1l, estando 
implicado el que todos los términos «diagonales» Ją = 0. 

Las etapas restantes consisten en sustituir (73.4) en (73.3) e igualar los coeficien- 
tes de las funciones semejantes mm, en ambos miembros de la ecuación. Los cálcu- 
los son laboriosos pero elementales. Conducen al siguiente sistema de ecuaciones 
para las Yan: 


QJS— E) Yun = S È (JimYin + JinYim) F JmnYmn 
I 


— As [Tma Ymm + Yan) +2ômn 2 Jim tm] > (73.5) 
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en donde 


asp) 


y J designa la suma 2) anı que es obviamente independiente del subíndice n.t 


En esta ecuación, Ros de la representación de las coordenadas (en donde 
las variables independientes son las coordenadas r,, r,, de los átomos) a la represen- 
tación de los impulsos, poniendo 


iK. (r +r ik . (Fr 
Pm = ge t P? D yk, k) e" am, (73.6) 


El vector K juega el papel del cuasiimpulso total de los dos magnones y k el del 
cuasiimpulso de su movimiento relativo; la suma se realiza sobre los N valores 
discretos de k admisibles para una red con volumen Nv (en donde N es el número 
de átomos en la red y v el volumen de la celda unidad). Lo mismo que las Ymn» las 
integrales de intercambio han de representarse también en la forma de serie de Fou- 
rier: 


1 mn 
To Sgae a » J(k), 


J(k) = Y Jon e™ Con) 


(73.7) 


como Ja = Jaa tenemos J(k) = J(— k). 
Omitiendo los pasos intermedios que son directos, pasaremos inmediatamente 
al resultado final deducido a partir de (73.5): 


[le(}K+k)+e(4K—k)—ĉ]y(K, k) 
+ f U(K, k, k’) y(K, k') V d?k'/(2x} = 0, (73.8) 


en donde 
NU(K, k, k’) = ASIEK+1)+IGK-I)+3GK+k)+3(5K-—Kk)] 
—4{[J(k—k')+J(k+k’)], (73.9) 


y e(k) es la energia de un magnón, determinada mediante (72.13); se sustituye la 
suma respecto a k’ por la integración sobre una celda de la red recíproca. 


+ Estas ecuaciones son también válidas para el spin S = 4, cuando son arbitrarias todas las Ynn 
Debe señalarse que para S = 4 todas las magnitudes «diagonales» ynn desaparecen de las ecuaciones 
con m # n. Las ecuaciones con m = n se consideran en este caso como simplemente no existentes. 
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Así pues, el problema exacto [para el hamiltoniano (72.1)] de los estados de 
dos magnones del sistema se reduce a la resolución de una ecuación exactamente 
semejante a la ecuación de Schródinger para un sistema de dos partículas en la re- 
presentación de los impulsos; cf. MC, (130.4). Las funciones «(k) juegan el papel 
de las energías de las partículas y el kernel U(K, k, k’) de la ecuación integral el 
del elemento de matriz de la energía U de su interacción correspondiente a una 
transición (dispersión o scattering) desde estados con impulsos k,, k, a estados con 
impulsos k;, kg, en donde 


k,=3K+k, k,=3K-k, ki=3K+Kk, k= 1K-Kk. 
Entonces U(K, k, k’) se escribe de forma adecuada como 


NU(k;, kz; kı, kə) = As[J(k1) +J(k2)+J(k1)+J(k3)] 
—[J(k1—k1) +J(k1—ko)]. (73.10) 


En el caso general, la ecuación (73.8) junto con (73.9) es muy complicada. Calcu- 
laremos únicamente la corrección a las magnitudes termodinámicas cuando S > 1. 
La simplicidad de este caso se debe al hecho de que la energía de los magnones 
e(k) es proporcional a S y la interacción U de los mismos es independiente de S; 
para S > 1, el coeficiente de (73.9) es As % 4. De aquí que pueda considerar a U 
como una pequeña perturbación y precisamente el valor medio de U da la correc- 
ción int (de la interacción entre magnones) al potencial termodinámico Q. To- 
mando el «elemento diagonal de la matriz» 


U(k,, kz; kı, k2) = SN [J(k)+J(kə)— J(kı—k2)— J(0)}, (13.11) 


promediamos respecto a un estado con cuasiimpulsos dados de los magnones. El 
promediado estadístico respecto a la distribución de equilibrio de los magnones 
se lleva a cabo entonces mediante integración: 


V? d%k, d?ko 


-or (73.12) 


Aint = ES n(kə) U(kı, kz; kı, kə) 
en donde n(k) = [exp e(k)/T — 1]* es la función de distribución de Bose. 

A temperaturas bajas, la integral está regida por el margen de valores pequeños 
de k, y k, y de acuerdo con ello,todos los e(k) y J(k) han de desarrollarse en potencias 
de k. Entonces «(k) viene dada por la expresión cuadrática (72.14). Como J(k) 
es una función par de k, los primeros términos de su desarrollo son también cuadrá- 
ticos: 


J (k) zJ (0) +airkikk. 
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Entonces 
1 
U(k,, k2; kı, k2) = N QikkK1ik2x. 


Cuando se sustituye en (73.12) esta expresión, que es una función impar de k; y k,, 
la integral es cero como resultado del promediado sobre las direcciones de k, y ko. 

Por consiguiente, en el desarrollo de J(k) hemos de tener en cuenta los términos 
de cuarto orden y entonces en la integral (73.12) la función U(k,, k,; k,, kə) es una 
forma de cuarto grado en la cual los términos cuadráticos en k, y k, tienen una 
contribución no nula a la integral. Debido a la rápida convergencia, la integración 
puede extenderse a todo el espacio k. Vemos entonces, haciendo el cambio de varia- 
bles k =kyT, que la dependencia de imt con T y $ tiene la forma 


Qin: = VT*f (H/T), (73.13) 


siendo finitos f(0) y f'(0). De aquí se deduce que el término de corrección de la 
imanación es 


Min =- e 


y z) = constante x T*. (73.14) 

D loo 
El término de corrección del calor específico tiene la misma dependencia. t 

Vemos que la interacción de magnones conduce a correcciones de las magnitu- 
des termodinámicas únicamente en un grado de aproximación más elevado respecto 
a T/T.. Los términos principales de la imanación y de la parte magnética del calor 
específico son proporcionales a 7*/?, Entre estas correcciones y las que aparecen 
originadas por (¡ni existen otras correcciones proporcionales a T%2 y T2, que 
provienen de los siguientes términos del desarrollo de la energía de los magnones 
e(k) en potencias de k?. 

Mediante las ecuaciones deducidas anteriormente podemos considerar también 
la cuestión de los estados ligados de dos magnones. Estos estados aparecen como 
valores propios discretos (para un K dado) de la ecuación (73.8). Como funciones 
de la variable K, estos valores propios é(K) forman nuevas ramas de excitaciones 
elementales del sistema. Sin embargo, el análisis demuestra que dichos estados 
sólo existen para valores de K bastante grandes y, por tanto, nunca pueden in- 
fluir sobre las magnitudes termodinámicas de un ferromagneto a bajas tempera- 
turas. 1 


+ Estos resultados fueron obtenidos en primer lugar (en el caso general de spin arbitrario) por F. J. 
Dyson (1956). En la deducción de (73.5) dada aquí hemos seguido principalmente a R. J. Boyd y J. Calla- 
way (1965). 

t Ver M. Wortis, Physical Review 132, 85, 1963. La red considerada es tridimensional. En una y dos 
dimensiones, existen estados ligados de magnones para todos los valores de k. 
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PROBLEMA 


Admitiendo que S > 1, hallar los términos de corrección debidos a la interacción de magnones 
en la imanación y en el calor específico para el caso de una red cúbica en la cual las integrales de 
intercambio son cero excepto en el caso de pares de átomos que son adyacentes (a lo largo de ejes 
cúbicos). 


SOLUCIÓN. Cada átomo tiene seis vecinos inmediatos. A partir de la definición (73.7) encon- 
tramos 


J(k) = 2Ja(cos k,a-+c0s ka+ cos k,a), 


en donde J, es la integral de intercambio para un par de átomos adyacentes y a la longitud de una 
arista de una celda cúbica. Para k pequeños 


JŒ) ~ J [2 ak? + ha (kt+k4+k2)1. 


De aquí que 


a Jo 
4V 


U(k,, k; k,, k») ES Wi ii, + 3,2); 


se omiten los términos que son funciones impares de k, y k,. La energía del magnón es, de acuerdo 
con (72.14), 


elk) = SJya?k*4-289. 


El cálculo de la integral (73.12) da los resultados 


Mu _ 3761/2) Lo T y 


M 25? 4nS T 
Cun 1510 (5/2) N ( T ) 
A S AaS ) ” 


en donde € indica la función zeta. 


$74. Magnones en un antiferromagneto 


Las sustancias antiferromagnéticas (antiferromagnetos) tienen la característica 
de que los momentos magnéticos de todos los electrones en cada celda unidad de 
la red cristalina se compensan unos a otros (en el estado de equilibrio en ausencia 
de un campo magnético). Estrictamente hablando, la densidad de momentos mag- 
néticos se distribuye a través de todo el volumen de la celda. Sin embargo, en los 
cristales aislantes antiferromagnéticos, podemos suponer con buena exactitud que 
esta densidad está prácticamente localizada en los átomos individuales, pudiendo 
asignarse a cada uno de ellos un cierto momento magnético. Estos momentos, 


364 Magnetismo 


periódicamente repetidos en todas las celdas, forman las subredes magnéticas del 
antiferromagneto. 

Los diversos antiferromagnetos tienen una estructura que varía grandemente 
de unos a otros. Estudiaremos la cuestión de su espectro de energía magnética 
en el ejemplo típico de un cristal con dos átomos magnéticos en puntos equivalentes 
de cada celda unidad (es decir, en puntos que se intercambian entre sí mediante 
ciertas transformaciones de simetría del cristal). Las densidades de los momentos 
magnéticos medios de las subredes formadas por estos átomos se designarán por 
M, y M, y utilizaremos los dos vectores 


M = Mi+M>, L = M;¡-M.. (74.1) 


En el estado fundamental del antiferromagneto M = 0 y L # 0, mientras que 
para un ferromagneto M #0 y L = 0. Debemos resaltar una diferencia funda- 
mental entre los estados fundamentales en los dos casos. En la aproximación de 
intercambio, en el estado fundamental del ferromagneto, los componentes de spin 
de todos los átomos magnéticos tienen valores S, = S definidos (lo más grandes 
posible) correspondientes al valor nominal de la imanación M. En el estado fun- 
damental del antiferromagneto, las imanaciones de las subredes ciertamente no 
pueden tener sus valores nominales, puesto que las proyecciones totales de los spi- 
nes de cada subred no se conservan por separado (ni siguiera en la aproximación 
de intercambio) y, por tanto, no tienen valores definidos (en un estado estacionario). 
Por tanto, los componentes de spin de los átomos individuales tampoco tienen valo- 
res definidos. 

La forma de las «ecuaciones del movimiento» macroscópicas de los vectores 
L y M se establece de modo semejante al de un ferromagneto (§ 69). La condición 
para la ausencia de disipación conduce al requisito de que, debido a las ecuaciones 
del movimiento, 


Hz .-—— +Hm. 


df OL Mi. 
| | 5 Sr] dV = 0, (14.2) 


en donde los «campos efectivos» H, y Hy están determinados por la expresión 
ôF = — | (Hz . ôL+H m . ôM) dV (74.3) 


que nos da el cambio de la energía libre cuando se varían L y M; en el equilibrio 
HA, = Hy = 0. 

En la aproximación del intercambio, las ecuaciones buscadas deben ser inva- 
riantes bajo la rotación simultánea de todos los momentos magnéticos respecto 
a la red del cristal. Esto implica no solamente la equivalencia cristalográfica de 
las posiciones de los dos átomos magnéticos en la celda, sino también la invariancia 
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frente al intercambio de M, y M,, es decir, frente a la transformación L > — L, 
M > M. Debido a que la energía libre no se ve afectada por esta transformación, 
tenemos también H; >- H, Hy>H». 

Considerando las pequeñas oscilaciones de los momentos magnéticos, ponga- 
mos L = L, +1, M = m, en donde l y m son cantidades pequeñas. En la aproxi- 
mación lineal, las ecuaciones del movimiento que satisfacen las condiciones esta- 
blecidas son 


2 0, A = MX, (74.4) 
en donde y es un vector unidad en la dirección de equilibrio del vector Lọ; la trans- 
formación L > — L implica que y > — v. Ahora hemos utilizado el hecho de 
que H, y Hy, que son cero en el equilibrio, son ellas mismas lineales en I y m y que 
y es el único vector constante disponible. Por analogía con $69, debe escribirse 
el coeficiente y como y = (g | e|/2mc)L,, pero a diferencia del caso ferromagnético 
tenemos ahora g % 2 aunque se desprecien los efectos relativistas. En el caso de 
oscilaciones monocromáticas 01/0t = — iœl, etc., y los vectores 1 y m definidos por 
(74.4) son entonces perpendiculares a v. En la aproximación considerada, esto sig- 
nifica que el vector L tiene un movimiento de precesión alrededor de la dirección 
de y con un valor constante L = Lo. 


Para determinar los campos efectivos H, y H,,, debemos establecer la forma 
de la energía libre del cristal. Los términos que se necesitan son los de segundo orden 
en las magnitudes pequeñas l y m o, en el caso de términos que contengan derivadas 
de estas magnitudes respecto a las coordenadas, los que no sean superiores al se- 
gundo orden en el número de ondas de las oscilaciones, cuya longitud de onda se 
supone grande en comparación con la constante de la red (como en $70). En la 
aproximación de intercambio la energía libre debe ser invariante frente a las rota- 
ciones simultáneas todos los momentos magnéticos y también frente a un cambio 
de signo de L. Una expresión que satisface todas las condiciones establecidas es 


1 1 ol om 1 otr al 
F, pam — 2 — ——il. - z ` 
i [zt (m. 7, i a tT Au (aa 


en donde puede tomarse el eje z paralelo a v, de modo que un cambio en el signo 
de y implica un cambio del signo de z. El coeficiente a > 0, de acuerdo con el hecho 
de que m se anula en el equilibrio. El término 1? está ahora ausente, puesto 
que implicaría una dependencia entre la energía y la dirección del vector L = Lo + l 
en el cristal, cosa que no ocurre en la aproximación de intercambio. El término 
que contiene la suma m-0l/0z + lóm/09z se reduce a su derivada total y se anulará 
al integrar respecto al volumen total. Finalmente, no es necesario considerar los 
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términos cuadráticos en las derivadas 0m/9x,, puesto que ciertamente son pequeños 
en comparación con los términos en m?. 
Haciendo variar la integral (74.5) (e integrando por partes), obtenemos 


om 01 ol 
H; == b AA a? Huy = -am—b 5. (74.6) 
En el caso de una onda de spin monocromática plana, las ecuaciones de movi- 


miento dan ahora 


— iol = —yam Xv—ik,ybl Xy, 
r r l (14.7) 


—iwm = ik;ybmXyvy—ya(n) kiXvy, 


en donde nuevamente (como en § 70) a(n) = Aann, y n es un vector unidad en 
la diferencia de k. Multiplicando vectorialmente la primera ecuación por y se tiene 


yam = —iw1Xv—ikpbl, (74.8) 


y la sustitución de esta expresión en la segunda ecuación conduce directamente a la 
siguiente relación de dispersión para ondas de spin: 


œ = yk[ao(m)—b2v .m)?]u2, (74.9) 


Así pues, la frecuencia de las ondas de spin, y también la energía de los magnones 
e = hw, en un antiferromagneto en la aproximación de intercambio es proporcional 
a k y no a k? como en los ferromagnetos.t 

Las ecuaciones (74.7) establecen una relación biunívoca entre 1 y m pero los dos 
componentes de 1 en el plano perpendicular a Y permanecen siendo arbitrarios. 
Esto significa que las ondas de spin en el antiferromagneto considerado tienen 
dos direcciones de polarización independientes. 

Para tener en cuenta la anisotropía magnética, debemos hacer alguna hipótesis 
más específica que las de simetría del cristal. Supongamos que éste es uniáxico 
y que la dirección de equilibrio de L es paralela al eje de simetría. + 

Se ha visto a partir de (74.8) que el vector m de la onda de spin es pequeño en 
comparación con l, conteniendo una potencia extra del pequeño vector de onda 
k. Del mismo modo el campo efectivo H,, > H,. Por esta razón, basta considerar 


t Esta relación de dispersión para los antiferromagnetos fue deducida en primer lugar por L. Hul- 
thén (1936). La deducción con el empleo del tratamiento macroscópico de la imanación de las subredes 
fue dada por M. I. Kaganov y V. M. Tsukernik (1958). 

t Este tipo incluye el antiferromagneto FeCO,, con una red romboédrica (clase cristalina D3a) y dos 
iones de hierro en la celda unidad. Los momentos magnéticos de estos ¡ones tienen sentidos opuestos 
a lo largo del eje de simetría ternario (eje z). 
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la anisotropía debida al vector 1. Con las hipótesis realizadas, la densidad de esta 
energía es 


Una = 2 KE, (74.10) 


en donde K > 0. Cuando se toma en cuenta esta densidad, existe un término adi- 
cional — Kl en el campo efectivo H,, el cual vale entonces para una onda plana 


Hz = ik¿bm—[«(mx2+XK]I1. (14.11) 


De aquí vemos que, teniendo en cuenta la anisotropia, se obtiene la relación de 
dispersión de la onda de spin a partir de (74.9) añadiendo K a ak?. El resultado es 
que, cuando k => 0, la energía del magnón no tiende a cero sino al valor finito 


e(0) = hiyyaK (74.12) 


(C. Kittel 1951). La frecuencia w(0) = «(0)/A se denomina frecuencia de resonancia 
antiferromagnética. Debe señalarse que el intervalo prohibido del espectro es pro- 
porcional a la raíz cuadrada de la constante de anisotropía y no a la propia constante 
como en (70.12). Como el pequeño valor de los efectos relativistas se expresan por 
el pequeño valor relativo de la constante de anisotropía, vemos que en general 
estos efectos son más importantes en un antiferromagneto que en un ferromagneto. 

La contribución de los magnones a la energía interna de un antiferromagneto 
se calcula mediante (71.3). En el intervalo de temperaturas e(0) < T < Ty (siendo 
Ty el punto de Néel, temperatura a la cual desaparece el antiferromagnetismo) 
podemos utilizar el espectro (74.9). En un cristal uniáxico 


w = yalla(k2+k2)+03k2]U2, a, = az—b?/a. 


El cálculo de la integral (71.3) da el resultado siguiente para la contribución de los 
magnones al calor específico: 


4T? 


AGO (74.13) 


Cmag =V 


A temperaturas T < (0), por otra parte, la contribución de los magnones a las 
magnitudes termodinámicas es exponencialmente pequeña. 


CAPITULO VIII 


FLUCTUACIONES ELECTROMAGNÉTICAS 


$75. Función de Green de un fotón en un medio material 


Pasando ahora al estudio de las propiedades estadísticas de un campo electro- 
magnético en medios materiales, recordemos primero el significado de los pro- 
medios de las magnitudes electromagnéticas en la electrodinámica macroscópica. 

Si empezamos, para mayor claridad, con un punto de vista clásico, podemos 
distinguir la operación de promediar respecto a un volumen físicamente infinite- 
simal con una distribución dada de todas las partículas en él, seguida del prome- 
dio del resultado respecto al movimiento de las partículas. En las ecuaciones 
de Maxewll de la electrodinámica macroscópica intervienen magnitudes total- 
mente promediadas. Sin embargo, al considerar las fluctuaciones del campo nos 
debemos ocupar de las oscilaciones temporales de magnitudes promediadas única- 
mente sobre volúmenes físicamente infinitesimales. 

Desde el punto de vista cuántico, podemos naturalmente hablar de la operación 
de promediar únicamente para el operador de una magnitud física y no para la 
propia magnitud; la segunda etapa consiste en hallar el valor medio de este opera- 
dor mediante el empleo de las probabilidades mecánico-cuánticas. Ha de entenderse 
que los operadores que aparecen en este capítulo promediarán únicamente en el 
primer sentido. 

Las propiedades estadísticas de la radiación electromagnética en un medio 
material se describen mediante la función de Green de un fotón en el medio. En 
el caso de los fotones, se sustituyen los operadores y por los operadores de los po- 
tenciales del campo electromagnético. Se definen las funciones de Green en función 
de estos operadores del mismo modo que se realizó en el caso de las partículas en 
función de los operadores y. 

Los potenciales de campo forman un 4-vector A” = (40, A), en donde 4% =4 
es el potencial escalar y A el potencial vector. La selección de estos potenciales no 
es única en la electrodinámica clásica; permite una transformación «gauge», que 
no influye sobre ninguna magnitud observable (ver Campos, $ 18). En correspon- 
dencia, en electrodinámica cuántica existe una no-unicidad semejante a la hora 
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de seleccionar los operadores de campo y, por tanto, en la definición de las funcio- 
nes de Green del fotón. Utilizaremos la «gauge» en la que resulta cero el potencial 
escalar: 


Æ =¢ġ=0, (15.1) 


de modo que el campo queda determinado únicamente por el vector potencial. 
Esta transformación resulta normalmente conveniente para los problemas en los 
que interviene la interacción del campo electromagnético con partículas no rela- 
tivistas, como en el caso de un campo en medios materiales ordinarios. 

En esta transformación, la función de Green es un tensor tridimensional de 
orden dos, 


D(X, X2) = KTÁLXy) ÁLX2)), (15.2) 


en donde i, k = x, y, z son los subíndices vectoriales tridimensionales y el corchete 
angular indica [como en (36.1)] la operación de promediar respecto a la distribu- 
ción de Gibbs para un sistema compuesto por el medio y la radiación presente en 
él en el equilibrio; como los fotones son bosones, no existe ningún cambio de signo 
del producto cuando se intercambian los operadores Á,, Â, mediante el operador ` 
cronológico. Además, los operadores Á, son autoconjugados (puesto que el fotón 
es una partícula estrictamente neutra); por consiguiente, no se hi: hecho ninguna 
distribución entre Á, y Â+ en (75.2). 

El concepto básico en la construcción de todas las funciones de Green de los 
fotones no debe ser, sin embargo, la expresión (75.2) sino la función de Green re- 
tardada, definida por 


¡DE(X1, Xo) = ed AX) ÂX) ÂX} h> to, | (15.3) 
0 fi < fo; 
el signo menos entre los dos términos del interior del corchete angular corresponde 
a la definición (36.19) para la estadística de Bose. 
En el caso de un sistema cerrado, la función de Green depende de los tiempos 
ti Y tą Únicamente a través de su diferencia t = t} — to. Las coordenadas r, y Ta 
en el caso general de un medio inhomogéneo aparecen independientemente en la 


f En el caso general de una transformación «gauge» arbitraria de los potenciales, la función de Green 
de los fotones en un 4-tensor Du»; en la transformación (75.1), Doo = O, Da; = O. Las propiedades ten- 
soriales y de la transformación generales de la función de Green de los fotones en física estadística son 
las mismas que en la electrodinámica cuántica de un campo en el vacío. La definición (75.2) difiere en 
signo de la utilizada en TCR. Aquí se ha escogido el que corresponde a la definición de las funciones de 
Green de los demás bosones, incluyendo fonones. 
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función de Green: Dfi(t; r}, r). De acuerdo con ello el desarrollo de Fourier se 
realizará sólo respecto al tiempo, siendo sus componentes 


Di(o; rı, r2) = f e”! DE (t; ři, r2) dt. (75.4) 


0 


Al considerar magnitudes promediadas en volúmenes físicamente infinitesima- 
les nos restringimos nosotros mismos a considerar únicamente la parte de la radia- 
ción de longitud de onda larga, en donde los números de onda de los fotones satis- 
facen a la condición 


ka< 1, (15.5) 
en donde a designa las distancias interatómicas del medio. En este margen de fre- 
cuencias, la función de Green de los fotones puede expresarse en función de otras 
características macroscópicas del medio, la permitividad (w) y la permeabilidad 
ulo). 

Para ello escribamos el operador de interacción del campo electromagnético 
con el medio 


P=- [iAd (75.6) 


en donde j es el operador de densidad de corriente eléctrica debida a las particulas 
del medio.j Si se hace aparecer dentro del medio una corriente «externa» clásica 
existe un operador de interacción correspondiente 


eE - | j£, 1). Â dex. (15.7) 


Esta expresión nos permite establecer una conexión con la teoría general de la res- 
puesta de un sistema macroscópico a una interacción externa. 

En esta teoría (ver Parte 1, $ 125) aparece un conjunto discreto de magnitudes 
X,(a = 1, 2,...) que describen el comportamiento del sistema bajo la acción de 
ciertas interacciones externas. Estas interacciones se describen mediante fuerzas 


+ Ver TCR, 853 (en donde la corriente se designaba como ej, es decir, se excluye de la definición de i 
la carga unidad e). El operador (75.6) supone el empleo de la expresión relativista para el operador de 
corriente. En los problemas no relativistas, podemos despreciar en los operadores y (a partir de los 
cuales se construye el operador de corriente) las partes debidas a las frecuencias negativas, es decir a las 
antipartículas. Esto significa, en particular, despreciar las correcciones radiativas que alteran la función 
de Green de los fotones en el vacío debido a los pares virtuales electrón-positrón. Estas correcciones son 
despreciables a longitudes de onda À > A/mc, condición que ciertamente se ve satisfecha en el intervalo 
(75.5). 
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«perturbadoras» f,(t) tales que el operador de la energía de interacción tiene la 
forma 


4 TAE S Sakas 


en donde £, son los operadores de las magnitudes x,. Los valores medios X,(t) 
que aparecen debido a la perturbación son funcionales lineales de las fuerzas f,(1). 
Por lo que se refiere a las componentes de Fourier de estas magnitudes, esta rela- 
ción se escribe como 


Xav = Y Law) foo 
b 


(supongamos que X, = 0 en ausencia de la perturbación). Los coeficientes a, de 
estas relaciones se denominan susceptibilidades generalizadas del sistema. Si las 
dos magnitudes x, y x, se comportan del mismo modo frente a la inversión de 
tiempo y el cuerpo no es magnetoactivo (no tiene estructura magnética y no está 
dentro de un campo magnético), los a,, son simétricos respecto a sus subíndices 

Ahora nos hemos de ocupar de las magnitudes f, y x, que son funciones de las 
coordenadas r de un punto del cuerpo y, por ello, tiene distribuciones. En este caso, 
ha de escribirse la expresión para Y como 


V=-Y | falt, 1) 201,1) Ex, (75.8) 
y la relación entre los valores medios X, y las fuerzas f, es 
Xaa(r) = Y fulos r, r°) foolt') Ar. (75.9) 
b 


Las susceptibilidades generalizadas resultan ahora funciones de las coordenadas 
de los puntos del cuerpo y su simetría se expresa como 


Aabl(0; Y, r’) = Xbal®; Y”, E). (75.10) 


De acuerdo con la fórmula de Kubo [ver Parte 1, (126.9)] las susceptibilidades 
pueden expresarse en función de los valores medios de los conmutadores de los 
operadores de Heisenberg X,(t, r): 


aay(00;r, r’) = 5 | eiat £ (t, 1) Zo(0,1')—2o(0,1") £a(t, 1)) de. (15.11) 
0 


A continuación consideraremos los componentes del vector densidad de co- 
rriente j como las «fuerzas» f,. Entonces se ve comparando (75.7) y (75.8) que las 
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magnitudes correspondientes x, son las componentes del potencial vector Aje de 
campo. Si comparamos (75.11) con las definiciones (75.3), (75.4) veremos que las 
susceptibilidades generalizadas a,y(w; r,r’) son las mismas que los componentes 
del tensor — Dic; r, r')/Ac2. Mediante (75.10) esto nos da inmediatamente (en 
medios no magnetoactivos) 


Dñ(o; r,r) = Dio; r’, r). (75.12) 


Las relaciones (75.9) se transforman en 


Aiet) = m | DB; 1, r’) j(r) dex. (75.13) 


El valor medio Á coincide con el potencial vector del campo electromagnético 
macroscópico (totalmente promediado; ver al principio de esta sección); desde 
ahora se omitirá la barra sobre A y las demás magnitudes macroscópicas. Utiliza- 
remos ahora el hecho de que el campo macroscópico debido a la corriente clásica 
j satisface la ecuación de Maxwell 

rot H, = a a 
siendo D la inducción eléctrica; en el caso general de un medio anisótropo, D,, 
está relacionado con el campo E,, mediante Dio = e (w)E,.; si el medio es inho- 
mogéneo, el tensor de permitividad es también una función de las coordenadas, 
Eno, r). 
En la transformación escogida para los potenciales (75.1) tenemos 


Bo = rot Av, E, = ¡wA,,/c, (15.14) 


en donde B es la inducción magnética, relacionada con el campo H por B.o = Mix Hrot 
Por consiguiente, el potencial satisface la ecuación ł 


[rotim (U` tmn rot nx) —(00?/c?) Eik] Ako = Artjio c. 


Sustituyendo A,, en la forma (75.13), vemos que la función Df, debe satisfacer la 
ecuación 


[ TOt im(U tmn rot ni) — (00?/c?) eu] DÈC; r, r’) = — 4x0 0(r—r'). (75.15) 


+ En electrodinámica macroscópica el valor medio del campo eléctrico microscópico se designa nor- 
malmente por E y el valor medio del campo magnético por B, que recibe el nombre de inducción mag- 


nética. 
ł De ahora en adelante utilizaremos la notación rot = esx10/0Xx, siendo esq, el pseudotensor anti- 


simétrico unidad; (rot A); = rot;¿ 47. 
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Esta ecuación es considerablemente más sencilla en el caso de que los medios 
sean isótropos (en cada elemento de volumen), en donde los tensores £ Y Mix Se | 
reducen a escalares. La permeabilidad es normalmente próxima a la unidad y to- 
maremos y = 1 en el resto de esta sección. Poniendo €, = £Ôi Y Hir = Os Se ob- 
tiene la ecuación 


2 2 

ES 34081 E elo; "| DE(o; r, r') = —4nhònð(— r’). (75.16) 

Así pues, el cálculo de la función de Green retardada para un medio inhomogé- 
neo exige la resolución de una determinada ecuación diferencial (I. E. Dzyaloshins- 
kiï y L. P. Pitaevskii 1959). + 

En las interfases entre medios diferentes, los componentes del tensor D}, deben 
satisfacer ciertas condiciones. En la ecuación (75.16), la segunda variable r' y el 
segundo subíndice k no intervienen en las operaciones algebraicas y de derivación 
del tensor Dý, es decir actúan sólo como parámetros. De aquí que las condiciones 
límites o de contorno hayan de imponerse únicamente respecto a las coordenadas r 
para la función D;,(w; r, r’) considerada como un vector con el subíndice /. Estas 
condiciones corresponden al requisito de que los componentes tangenciales de E 
y H sean continuos, según nos dice la electrodinámica macroscópica. Puesto que 
E = — A/c, el papel del vector E lo juega aquí la derivada — (1/c)0DF.(t; r, r')/ôt 
o, en componentes de Fourier, 


¡(o/c)Df(o; r, r’). (75.17) 


Análogamente el papel del vector H (que es el mismo que B cuando u = 1) lo juega 
rot ; Di(@; r, r’). (75.18) 


En el caso de un medio infinito especialmente homogéneo, la función Di, de- 
pende únicamente de la diferencia r — r'. Cuando se trata de los componentes del 
desarrollo de Fourier respecto a esta diferencia, la ecuación diferencial (75.16) se 
convierte en un sistema de ecuaciones algebraicas 


1 w? 
I7 O DKi(co, k) = ôx- (75.19) 


+ La función DF, es la función de Green de las ecuaciones de Maxwell en el sentido familiar de la 
física matemática, es decir la solución de las ecuaciones de campo con una fuente o foco particular, que 
satisfacen la condición de retardo. La función avanzada DÁ, satisface la misma ecuación con £* en lugar 
de e. 

ł En este caso las condiciones de contorno correspondientes a los componentes normales de B y D 
no dan nada nuevo, debido a que en un campo que varía con el tiempo como e 7iof las ecuaciones rot E = 
= ¡wB/c y rot H = — ¡wD/c implican las ecuaciones div D = 0 y div B = 0. 
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Su solución es 


4xh | c?kikk | (75 20) 


R 2 PAN k 
Dilo JS oo) ak |" welo) 


De acuerdo con (36.21), la función de Green D,, para un medio homogéneo 
se expresa en términos de la función retardada DË mediante 


Dio, k) = re DE (w, k) +1 coth (fcw/27)im Di(co, k). (75.21) 
Cuando T > 0, esta expresión se reduce a 
Duc, k) = re DK(o, k)+1i signo w'im Dœ, k). (75.22) 


La función Df, viene dada por (75.20); puesto que re e(w) es una función par de 
w, e im e(w) es función impar, se tiene a T = 0 


Dio, k) = DñLl 01, k). (75.23) 


En el vacío, e(w) = 1. Como en cualquier medio material im e(w) > O cuando 
w > 0, el vacío corresponde al límite € > 1 +10. La expresión resultante es 
4h Ckikx 
DL (o, k) = or) i 


o/e — k? + i0 o? 


de acuerdo con el resultado conocido de la electrodinámica cuántica (ver TCR, 


$ 77). 


§ 76. Fluctuaciones del campo electromagnético 


Como ya se mencionó al principio de § 75, para el estudio de las fluctuaciones 
del campo electromagnético nos hemos de ocupar de las oscilaciones a lo largo del 
tiempo de magnitudes promediadas únicamente respecto a elementos de volumen 
físicamente infinitesimales (y no sobre el movimiento de las partículas en su inte- 
rior). Los operadores cuánticos de estas magnitudes han de tomarse en el mismo 
sentido. 

Las fórmulas básicas de la teoría de las fluctuaciones electromagnéticas pueden 
escribirse a continuación directamente a partir de las fórmulas generales del teo- 
rema de fluctuación-disipación (Parte 1, $ 125). En el caso de un conjunto discreto 
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de magnitudes fluctuantes x,, la distribución espectral de las fluctuaciones se ex- 
presa en función de las susceptibilidades generalizadas a,¿(w) por 


(XaXb)o = Fih0ha—Aap) coth (fiw/2T), 


en donde (x,x»), es un componente del desarrollo de Fourier respecto al tiempo 
de la función de correlación 


Padli) = y (Eal) Lo(0) +20) Za(0)), 


y X¿(t) son los operadores de Heisenberg de las magnitudes x,. Para magnitudes 
con distribución x,(r) (funciones de las coordenadas del punto del cuerpo), esta 
fórmula se reduce a 


(PAP). = F if coth (fñio/2T)[xag.(0; r2, r1)—aas(c; r1, 12)), (76.1) 


en donde los superíndices (1) y (2) indican que los valores se toman en los puntos 
r, y Ko. 

En $75 se ha demostrado que, si las magnitudes x, son los componentes del 
potencial vector A(r)/c, las susceptibilidades generalizadas correspondientes son los 
componentes del tensor — Di,(w; r,, r2)/hc?. Por tanto, se halla inmediatamente 


(APAP) = 4i coth (hw/2T) {D} (œ; r1, r2)—[Dé(o; r2, r1)]*}. (76.2) 


Las funciones espectrales de las fluctuaciones del campo se encuentran fácil- 
mente a partir de (76.2). Sea p¿,(t,, T1; fa, ra) la función de correlación de las fluc- 
tuaciones del potencial vector; la expresión (76.2) es el componente del desarrollo 
de Fourier de esta función respecto a t = t, — ty. Puesto que el campo eléctrico 


E = — Á/c, la función correspondiente para los componentes de E es 
pad TN E a 
ik ce 0t 0ta ik e e io 


o, en componentes de Fourier, 
(EPED), = (0/2) (A4APAP)v. (76.3) 
Análogamente, como B = rot A, tenemos 


(BOB), = rot $P roti®, (APAD) (16.4) 
(EPBR). = (i@/c) rot Q (AP AD). (16.5) 
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Expresando las funciones de correlación de las fluctuaciones electromagnéticas en 
función de la función de Green retardada, las fórmulas (76.2)-(76.5) reducen su 
cálculo a la resolución de la ecuación diferencial (75.15) o (75.16) con las condi- 
ciones de contorno apropiadas en las intercaras especificadas.f 

A partir de ahora supondremos que el medio es no magnetoactivo. Entonces 
la función DŽ, tiene la propiedad de simetría (75.12), y (76.2) se transforma en 


(APAP), =—coth (fico/2T) im Do; r1, r2). (76.6) 


Debe señalarse que la expresión (76.6) es real y, por tanto, también lo son (76.3) 
y (76.4), mientras que (76.5) es imaginaria. Esto significa que las funciones de co- 
rrelación temporal entre los componentes de E y entre los de B son funciones pares. 
del tiempo t = tf, — t (como debe suceder cuando se trata de una correlación 
entre magnitudes que son ambas pares o impares frente a la inversión temporal). 
Pero la función de correlación temporal de los componentes de E con los de B 
es una función impar del tiempo (como debe suceder cuando se trata de dos mag- 
nitudes una de las cuales es par y la otra impar frente a la inversión temporal). 
De aquí se deduce que los valores de E y B en un instante dado cualquiera no están 
correlacionados (una función impar de £ es cero cuando t = 0). Junto con la fun- 
ción de correlación, los valores medios de cualquier expresión bilineal en E y B 
(tomadas en el mismo instante), por ejemplo el vector de Poynting, son nulos. Esto 
es realmente evidente ya que en un cuerpo en equilibrio térmico e invariante frente 
a la inversión temporal no puede existir ningún tipo de flujo interno macroscó- 
pico de energía. 


$877. Fluctuaciones electromagnéticas en un medio infinito 


En un medio homogéneo infinito, las funciones D;,(w; r,, ra) dependen única- 
mente de la diferencia r = r, — T y son funciones pares de r; la ecuación (75.15) 
contiene únicamente derivadas segundas respecto a las coordenadas, de modo que 
Dio; r) y Dilo; — r) satisfacen la misma ecuación. Tomando los componentes 
de Fourier respecto a r en ambos miembros de (76.2) se tiene 


(APAD) ox = zi coth (40/27 )(DÉto, k)—[DÉ(o, K)1*). (17.1) 
En el caso de medios no magnetoactivos, con (75.12), esta expresión se convierte en 


(APA ).x =—coth (fico/2T) im DR (o, k). (77.2) 


t La teoría de las fluctuaciones electromagnéticas fue desarrollada en otra forma por S. M. Rytov 
(1953) y en forma equivalente a (76.2)-(76.5) por M. L. Levin y S. M. Rytov (1967). 


378 Fluctuaciones electromagnéticas 


En un medio isótropo no magnético (u = 1), la función DŘ (œ, k) viene dada 
por (75.20). El problema de hallar la función de correlación espacial de las fluctua- 
ciones se reduce al cálculo de la integral 


Dilo; r) = f Dio, k) e" d*k/Qry. (77.3) 
La integración se efectúa mediante las fórmulas 
k?+x? (27) — dar” 
f kikke™:" dk @ e 


k2+ x? (2) A OXx¡OXk 4nr ? (77.4) 


la primera de las cuales se obtiene tomando los componentes de Fourier de la ecua- 
ción conocida 


eT 
r 


(A-x2) = —4rô(r), (17.5) 


y la segunda derivando la primera. El resultado es 


e æ 1 wr 
Y AOS a IO AA, e A 
Dñkco; r) =—A fon oe öx, 5) E exp ( a 2) > (77.6) 
en donde r = | r — r; | y Y — e ha de tomarse con el signo que haga re V—e > 0; 
en el caso del vacío debemos poner e = 1, y — e = — i (ver más adelante). 

De aquí que, utilizando (76.6) y (76.3), tenemos inmediatamente 


1 few? 0? wr 


fo . 1 
MEN — ll 2, 28 EN 
(EPED). = fi coth FT imd | A O + EA exp ( z Y a); 


r 
(17.7) 


(S. M. Rytov 1953). Contrayendo esta expresión respecto a los subíndices i y k 
y utilizando la fórmula (77.5), obtenemos 


r 


2 
(E0. E®), = 2% coth E m le ES exp (- Ly z) +28) | | . (11.3) 


Análogamente, un cálculo a partir de (76.4) da unas expresiones para las funciones 
de correlación del campo magnético que difieren de (77.7) y (77.8) por la ausencia 
del factor 1/£ delante del corchete; el término de función delta en (77.8) carece 
entonces de parte imaginaria y no aparece en el resultado. 
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La presencia de la parte imaginaria de e en las expresiones (77.7) y (77.8) mues- 
tra claramente la relación existente entre las fluctuaciones electromagnéticas y la 
absorción del medio. Pero si en estas expresiones tomamos el límite € > 0, obte- 
nemos resultados no nulos. Esto se relaciona con el orden que se sigue para tomar 
los dos límites, el de un medio infinito e im e cero. Como en un medio infinito un 
valor arbitrariamente pequeño de im € acaba originando finalmente absorción, el 
orden que hemos seguido al tomar los límites, nos da un resultado que corresponde 
a un medio físicamente transparente en el que, como en cualquier medio real, existe 
todavía cierta absorción. 

Por ejemplo, tomemos estos límites en (77.8). Para ello, observemos que en el 
caso de un pequeño valor positivo de im e (con œw > 0) 


Ve =—iwyTe e. (1+: al 


2ree 


(utilizando la condición de que re — e > 0). De aquí que en el límite cuando 
im e > 0, obtenemos 


2 
L um. He), = 4% sep 2 o 2 719) 


1 .EC, = , 
(EE n? cer c 2T 


en donde n = Ve es el índice de refracción real. Como el término de la función 
delta no está presente, esta expresión sigue siendo finita aun cuando coincidan los 
puntos r; y ra: 
1 2w°hn fico 
E?) = — (H?) = —— coth -= . : 
(E). = 7 (EP) 5 Coth 5 (77.10) 
También podría hacerse el paso al límite de un medio transparente en un punto 
anterior del cálculo, a saber, en la función de Green. Como el signo de im e(w) 
es el mismo que el de w, vemos que en este límite la función (75.20) se convierte en 


4rh cek,;k 
Dio D a li ¿0 
aeS) wn /c—k?+10.signo w [du w?n? | f (A) 


La parte imaginaria de esta función depende únicamente del modo de evitar los 
polos w = + ck/n; separándola mediante (8.11) y sustituyendo en (77.2) se tiene 


2 2 y 
O (È bu Ee) A coen 2 


k 2T ` 
(17.12) 


Los argumentos de las funciones delta en esta expresión tienen un significado fí- 
sico simple: muestran que las fluctuaciones del campo con un valor dado de k 
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se propagan en el espacio con velocidad c/n, igual a la de propagación de las ondas 
electromagnéticas en el mismo medio. La transformación inversa de Fourier de 
(77.12) conduce de nuevo a (77.7), como es natural. 

La energía del campo electromagnético fluctuante en un medio transparente 
(con u = 1) en e: intervalo espectral dw es, por unidad de volumen del espacio, 


1 


8x 


Ka +2) E: 


ver EMC, $ 61.1 La sustitución de (77.10) da fácilmente 


242 
a E (17.13) 


2 ehoIT—] | me dw 


El primer término del corchete se debe a las oscilaciones del punto cero del campo; 
el segundo da la energía de la radiación electromagnética en equilibrio termodiná- 
mico con el medio transparente, es decir la energía de la radiación del cuerpo negro. 
Podía haberse obtenido esta parte de la fórmula también sin considerar las fluctua- 
ciones, mediante una generalización de la fórmula de Planck correspondiente a la 
radiación del cuerpo negro en el vacío. De acuerdo con esta fórmula, la energía 
de la radiación del cuerpo negro por unidad de volumen en el intervalo d*k de los 
vectores de onda es 


ho 28k. 


oT] "A? 


el factor 2 tiene en cuenta las dos direcciones de polarización. En correspondencia, 
para obtener la densidad de energía espectral debemos sustituir dk por 4zk?dk 
y además k = œjc. Para pasar del vacío a un medio transparente, es suficiente es- 
cribir k = næwjc, es decir 


i wn? d(nw) 
2 — p2 pen 
k? dk = kYdk/do) dw = ae dw 
que da el resultado buscado. 
PROBLEMAS 


PROBLEMA 1. Hallar las fluctuaciones del campo electromagnético a una distancia grande 
de un cuerpo incluido en un medio transparente rarificado con el que está en equilibrio térmico; 
la longitud de onda de la radiación y la distancia desde el cuerpo hasta el punto considerado son 


+ Se encuentra la energía total integrando respecto a œw desde O hasta oo; los factores 2 que aparecen 
en el corchete se deben a que, según nuestra definición de las fluctuaciones espectrales de las fluctuaciones, 
se obtiene el valor medio <x?> integrando (x*)w respecto a w/271 desde — oo hasta co (ver Parte 1, (122.6)1. 


Fluctuaciones electromagnéticas 381 


grandes en comparación con el propio tamaño del cuerpo. El cuerpo tiene una polarizabilidad 
eléctrica anisótropa aid œ). 


SOLUCIÓN. El medio transparente rarificado se considera como el vacio. Las fluctuaciones 
buscadas están determinadas por el cambio en la función de Green del vacío por la presencia del 
cuerpo; este cambio es pequeño (a distancias grandes). Para calcular este cambio, empecemos a 
partir de una analogía en la que la función del vacío Df,(w; r, r’) (para un subíndice k dado) puede 
formalmente considerarse como el campo eléctrico E;(r, r’) en el punto r debido a una fuente o foco 
situado en el punto r’. Esta analogía se basa en el hecho de que el campo E;(r, r’), como su potencial 
Ajír, r’), satisface para r Æ r’ una ecuación semejante a DË (w; r, r’), que es la (75.16) con e = 1. 
Supongamos que el cuerpo está en el punto r = 0. El campo 


E0, r) = Dilo; 0, r°) = Dilo; r’), 


en donde DË ¿(0 ; r) es la función de Green en el vacío en ausencia del cuerpo [dada por 07. 6) con 
e= 1], volatiza el cuerpo y crea así en el punto r = 0 un momento dipolar d, = Dilo; 0, r^). 


El campo creado en el giro por este momento dipolar en el punto r da el cambio requerido ¿DA (œ, r, r’). 
De acuerdo con una fórmula de la electrodinámica (ver Campos, $ 72), el campo creado en el punto 


r por el momento dipolar d (que varía con el tiempo como e-+0%) es 


, 


sw? 9? etorle 
E, =d, [E ôn+ |= 


Ox; Ox; r 
en donde la distancia r ha de ser grande únicamente en comparación con el tamaño del cuerpo 
y no con la longitud de onda. Esta expresión puede escribirse 


w? 
E, = -ga Púlo;r) dı 


[la función DF ¿(w; r) es par en r]. Con el valor del momento dipolar dado anteriormente, podemos 
escribir, por tanto, 


óDo; r, 1) = — (00*/fic?) Dilo; r) DEL; r’). 


Se encuentran a continuación las funciones de correlación de las fluctuaciones requeridas a partir 
de las fórmulas generales (76.3)-(76.6) con ôD#¥, en lugar de Df. El resultado final es 


O {3t perar A O (0) 
El cuerpo está en r = 0; r, y r son dos puntos remotos respecto a él. Existe una contribución a las 
fluctuaciones no sólo procedente de la parte imaginaria de la polarizabilidad sino también de 'su 
parte real; esta última puede considerarse como el resultado de la dispersión por el cuerpo de la 


radiación del cuerpo negro que ocupa el medio transparente. 


PROBLEMA 2. Igual que el problema 1, pero referido al caso de un cuerpo con polarizabilidad 
magnética oy (0). 

SoLución. En este caso consideraremos a rot¿Dfi(w; r, r^) como el campo magnético H,(r, r’) 
creado en el punto r por una fuente o foco situado en el punto r’; el campo H; no satisface a una 


t La presencia de una polarizabilidad magnética no significa necesariamente que el cuerpo esté cons- 
tituido por un material magnético; por ejemplo, podemos considerar el desplazamiento del campo ma: 
nético del cuerpo debido al efecto skin. 
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ecuación de la misma forma que la que cumple DÈ, pero sí lo hace su potencial 4;. Este campo 
imana el cuerpo, creando en r = 0 un momento magnético 
la derivación respecto a r se sustituye por otra respecto a r', utilizando el hecho de que DEx depende 


únicamente de la diferencia r — r’. El cambio requerido en la función de Green es igual al potencial 
vector del campo magnético creado por este momento magnético en el punto r: 


1 . 
Ai = TOt y [+ m erorte] ; 


ver Campos, § 72, problema 1. Así pues, 


erle 


òDR(w; T, r’) = (rotu ) Qim TOt pea DEJo; O, r’). 


Finalmente, sustituyendo DF, de (77.6) se tiene 


eter le 


erle ; 
) Xim TOt mx y > (2) 


ÔDE(w; r, r) = A (rota 


utilizando el hecho de que rotmnVn = €menVkVn = 0. 


PROBLEMA 3. Determinar las fluctuaciones del campo electromagnético en las condiciones 
del problema 1, pero suponiendo que la temperatura del medio es mucho menor que la del cuerpo. 


SOLUCIÓN. El campo calculado en el problema 1 se descompone de forma natural, de acuerdo 
con los dos términos que hay dentro de los corchetes en (1), en las fluctuaciones del punto cero 
y en la radiación térmica del cuerpo negro. Esta última se compone a su vez de dos partes, la radia- 
ción térmica del propio cuerpo y el campo que se obtiene de la dispersión de la radiación del cuerpo 
negro por el cuerpo. Si la temperatura del medio es baja, no aparece la segunda parte. Al resolver 
el problema, calcularemos esta parte separadamente y luego la restaremos de (1). Sea A(r) = AO) + 
+ AÍ(%, en donde A% es el campo fluctuante en ausencia del cuerpo y AÍ(*) es el campo dispersado 
por el cuerpo. A distancias grandes, en donde A(%) es pequeño, podemos despreciar los términos 
cuadráticos en A) cuando calculemos ó(4;1, Azz)w. Por consiguiente, la contribución de la dis- 
persión es 


NAA) = (ADAD)+(ALAB) 0 = (4249) (ARAS). 


El campo dispersado viene dado de nuevo por la fórmula que aparece en Campos, $ 72, pero ahora 


ha de tomarse el momento dipolar simplemente como el inducido por la radiación del cuerpo ne- 


gro, di = a AL (0). Utilizando otra vez la función de Green en el vacío en ausencia del cuerpo, 


tenemos 
wm? 
AP) =- Fa DR(W; £1) Alco) APO), 
de modo que 


2 
ARAM o == q DRO; T) tm ( APO) APED)o> 
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Se toma una vez más la función de correlación (4140) ) de (76.2). Como únicamente estamos 
interesados en la radiación térmica, han de omitirse las oscilaciones del punto cero de esta fórmula, 
con el cambio 


1 how 1 1 1 
3 DS RAE ART 


El resultado para la contribución de la radiación dispersada del cuerpo negro a la función de co- 
rrelación es 


20? 


AMB T1 [DEO ; r1) Aim im Dis(co; 12) + DEFO; ra) ax, im Dio; r1)). 


(3) 
Finalmente, con objeto de hallar el campo fluctuante en un medio frío, debemos restar (3) de (1). 
Una sencilla redistribución haciendo uso de la simetría de los tensores Dip y &% da 
20? 
hcehoIT 1) 


Andro = 


STAA) = Dñ(o; ry)[im %.(w0)] DEE; ra), (4) 


en donde T es la temperatura del cuerpo. Únicamente se ha omitido ahora el término térmico; 
permanece sin variar el término de la oscilación del punto cero en (1). Debe señalarse que la expre- 
sión (4) correspondiente a la radiación térmica del cuerpo depende únicamente de la parte imaginaria 
de la polarizabilidad. El flujo de energía calculado a partir de (4) no es nulo; da la intensidad de la 
radiación térmica que desde el cuerpo caliente pasa al medio frío que lo rodea. 


$78. Fluctuaciones de corriente en circuitos lineales 


Otra aplicación interesante del teorema de fluctuación-disipación es el problema 
de las fluctuaciones de corriente en los circuitos lineales, estudiado en primer lugar 
por H. Nyquist (1928). 

Las fluctuaciones de corriente son oscilaciones eléctricas libres en el conduc- 
tor (es decir, aparecen en ausencia de cualquier f.e.m. aplicada externamente). En 
un circuito lineal cerrado las oscilaciones de mayor interés son, como es lógico 
aquellas en las que fluye en el conductor una corriente total J no nula. En lo que 
sigue supondremos que es válida la condición para que se establezca la condición 
de estado cuasi-estacionario: las dimensiones del circuito son pequeñas en com- 
paración con la longitud de onda 4 — c/w. Entonces la corriente total J es la misma 
en todos los puntos del circuito y es una función solamente del tiempo. 

Puede tomarse esta corriente J como la magnitud x(t) que aparece en la formu- 
lación general del teorema de fluctuación-disipación (Parte 1, $ 124). Con objeto 
de encontrar el significado de la susceptibilidad generalizada correspondiente «a, 
supongamos que actúa sobre el circuito una f.e.m. € externa. Entonces la disipa- 
ción de energía por unidad de tiempo en el circuito es Q = Jê. Si comparamos 
con la expresión Q = — Xf, que sirve para definir la «fuerza» f [ver Parte 1, (123.10)], 
se ve que f = — 6, o en los componentes de Fourier ée = iwfeə. Por otro lado, 
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la corriente y la f.e.m. en un circuito lineal están relacionadas por E = Z(w)J.,, 
en donde Z(w) es la impedancia del circuito. Por tanto, tenemos 


Jo = Eo /Z = UA 
y al comparar con la definición de la susceptibilidad generalizada en la relación 
(DD. = a(w)f nos da a(w) = iw/Z(w). La parte imaginaria de a es 
imz = im (iw/Z) = (œ@/| Z|”) Rœ), 


en donde R = reZ. 
De acuerdo con el teorema de fluctuación-disipación, 


(2). = Å coth (hw/2T).im x(w), 
encontramos ahora para la función espectral de las fluctuaciones de corriente 
(19. = [ho/|Z(w) [2] R(w) coth (ho/2T). (78.1) 


Puede ponerse esta fórmula en otra forma considerando las fluctuaciones de co- 
rriente como el resultado de la acción de la f.e.m. «aleatoria» fe = ZJ,,. Esto da 


(2, = ñhwoR(o) coth (fiw/2T). (78.2) 
En el caso clásico (hw < T). 
(Po = 2TR(0w). (78.3) 
Debemos insistir de nuevo que estas fórmulas son totalmente independientes 
de la naturaleza de los fenómenos responsables de la dispersión en la resistencia 
del circuito. 
§ 79. Función de Green de la temperatura de un fotón en un medio 
Se construye la función de Green de la temperatura de un fotón en un medio 
a partir de los operadores de Matsubara de los potenciales del campo electromag- 


nético del mismo modo que se determina la función de Green del tiempo a partir 
de los operadores de Heisenberg: 


Dir = — lT; ÂM (t1, r1) ÅK (T2, r2)). (79.1) 


Fluctuaciones electromagnéticas 385 


Ahora hemos aplicado el hecho de que los operadores de Matsubara Â” y A” 
[definidos como en (37.1)] son iguales, puesto que los operadores de Schródinger 
del campo son hermíticos. Sin embargo, estos operadores no son ellos mismos 
hermíticos, a diferencia de los operadores de Heisenberg. Como el parámetro t 
es real tenemos 


A 
. 


[AM(z, r)“ — [er A(T) ei]? e eE lñ A() A 
O sea 
[ÂM(r, r)]+ = ÁM(—x, r). 


Como la función (79.1) depende únicamente de la diferencia t = t} — Ta (cf. 37) 
podemos escribir (tomando, por ejemplo, t > 0) 


Dukt; 11, r2) = — (ÂM (r, r1) AK (0, r2)), 
Did; Yis r2) S (ÂH (T, r2) ÁM(0, ri). 


La comparación de ambas expresiones muestra que 


Dik—T; ri, r2) = (Dii(T; Fo, r1). (79.2) 


La función 2,, puede desarrollarse en serie de Fourier de la variable zt: 


Dit; rnr) =T Y Ditls; ti, r2) e77, (79.3) 
$ =--o00 
en donde las «frecuencias» ¢, toman valores tales que hf, = 2xsT [debido a que 
los fotones obedecen a la estadística de Bose; ver (37.8)]. En el caso de los com- 
ponentes de este desarrollo, (79.2) da la relación correspondiente 


Diks; ri, r2) = Diil—Es; Fa, r1). (79.4) 


De acuerdo con la relación general (37.12), estos componentes están relaciona- 
dos con la función de Green retardada por 


Diks; r1, r2) = DE(il,; r2, r1) 


para £, positiva. En $ 75 se ha demostrado que pueden considerarse en cierto sen- 
tido a las funciones D;(w; r,, r,) como las susceptibilidades generalizadas que 
aparecen en la teoría general de la respuesta de un sistema macroscópico a una 
interacción externa. De aquí se deduce la propiedad de simetría de estas funciones 
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(en el caso de medios no magnetoactivos) expresada por la ecuación (75.12); debido 
a la relación existente entre D;,, y Z, esta última tiene una propiedad semejante, 


(DikEs; ri, 2) = Dels; r2, T1). (79.5) 


A partir de esta ecuación conjuntamente con (79.4) se deduce ahora que las fun- 
ciones Dx (£,; Ti, ro) son funciones pares de la variable discreta £,, de modo que 
para todos sus valores (positivos y negativos) tenemos 


DidkEs; ri, r2) = == D Ei | 07 l; ri, r2). (79.6) 


Además la función Dio; r,, r,), como cualquier susceptibilidad generalizada, 
es real sobre el eje imaginario positivo (ver Parte 1, $ 123); por tanto, se deduce 
de (79.6) que la función Y.,,(f,; r,, ra) es real para todos los valores de ¢,. Final- 
mente, se deduce de estas propiedades que la función original 2,,(T; r}, ra) es real 
y una función par de 7: 


Dit; r1, r2) = Dik(— T; r1, Fo). (79.7) 


La relación (79.6) entre la función de Green de la temperatura y la función 
de Green retardada nos permite escribir inmediatamente a continuación la ecua- 
ción diferencial que debe ser satisfecha por la función 9,, en un medio inhomogé- 
neo; para ello es suficiente sustituir œ por ¿| £,| en la ecuación (75.15) o (75.16) 
Por ejemplo, con un medio isótropo no magnetoactivo que tenga yu = 1, se halla 
la ecuación 


2 

Y nati eli lth 1) 04] Dales r r) =—4mh0nd(r—r). (198) 
Ox¡ Ox] 
En el caso de un medio homogéneo infinito, la función 743; r, r') se desa- 


rrolla como una integral de Fourier respecto a la diferencia r — r'. Los componentes 
de este desarrollo satisfacen las ecuaciones algebraicas 


1 
qn [dia ED] Did) = duo (19) 


y vienen dados port 


i Z _ mh č , ek ikk 
Dulk, D =- E EFE ES GED maten] (79.10) 


t En las aplicaciones prácticas (cf. $ 80), la función 2;x aparece siempre como un producto con ¿+ 
y esto elimina la divergencia a ls = 
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Como la función D,,(¿,, K) se expresa (en el margen de longitudes de onda largas 
ka < 1) en función de «(w), la técnica diagramática para su cálculo se convierte 
en una técnica para el cálculo de la permitividad del medio. Esta última magnitud 
tiene un significado diagramático definido, que ahora aclararemos. 

Representaremos la función exacta 2 por una línea de trazos gruesa y la función 
del vacío 2% por otra delgada :f 
(0) (79.11) 


== — = - Dy X2 e amn am ae E -Dik x2 


El conjunto completo de diagramas que representan la función 2 puede expresarse 
como una serie de modo totalmente análogo a la serie (14.3) para la función G: 


=_= = o t Ot MOO (09.12) 


en donde un círculo equivale al conjunto de bloques de diagramas que no corres- 
ponden a dos partes unidas únicamente por una línea a trazos; este conjunto se 
designará por — P,,/47t. La función Z,, (análoga a la parte de autoenergía de la 
función de Gréen de las partículas) se denomina el operador de polarización. 

La ecuación diagramática (79.12) es equivalente a 


cf. la deducción de (14.4) a partir de (14.3). En forma analítica, es 


Dig = DQ + DP Dim 4r) D mks (19.14) 


en donde todos los factores son funciones de los mismos argumentos č, y k. Mul- 
tiplicando esta ecuación por la derecha por el tensor inverso 971 y por la izquierda 
por [90], podemos volverla a escribir como 


D-tik = [DO] -tik —P ir / 4. (79.15) 


Finalmente, despejando 27} del primer miembro de la ecuación (79.9) y obteniendo 
una expresión semejante con e = 1 a partir de [207,1 se tiene 


DikEs, k) = (s/a) leki | Es1)— 1] ĉir (79.16) 


que determina el significado diagramático de la función (w) — 1 en un conjunto 
discreto de puntos sobre el eje «w imaginario positivo. La continuación analítica 


+ El empleo de líneas a trazos para designar a las funciones 2 no puede producir ninguna confusión 
aquí, puesto que en esta sección y en la siguiente no aparece explicitamente la energía de interacción de 
pares de las partículas en el medio (que fue la magnitud que utilizó esta notación previamente). 
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de e(i | ¢, |) a la totalidad del semiplano superior debe tener en cuenta, en principio, 
los hechos de que e(w) no puede tener ninguna singularidad en este semiplano y que 
e(w) > 1 cuando | œ| > 0o.t 

En un medio inhomogéneo, el operador de polarización es, como Y,,, una 
función de las coordenadas de dos puntos. Repitiendo la deducción en la represen- 
tación de las coordenadas, obtenemos en lugar de (79.14) 


1 
(Dikt 1, r2) = DP (rs, r2)+ er f DPI, r3) Dimlt 3 r4) Dmk(rs, 12) dixg d?x4; 


por brevedad se omite el argumento £,. Aplicando el operador 


e 2/-2 
OX1n Ôx 91514 (€?/c ) Ôn 


a la izquierda de esta ecuación y observando que DW) satisface la ecuación (79.8) 
con e = 1, obtenemos 


Í Dates, 1) Dile”, r2) dix” = [e(11)—11(22/c?) Didrr, 19), 
de aquí que 
DPiukEs; r1, ro) = (53/fc?) 0:0(11—r9)e(i|€s |, 11) 1]. (79.17) 


La estructura del medio condensado (y de aquí sus propiedades dieléctricas) 
está determinada por las fuerzas que actúan entre sus partículas a distancias del 
orden de las dimensiones atómicas a. A estas distancias (si las velocidades de la 
partícula no son relativistas) podemos despreciar el retardo de las interacciones, 
que únicamente resultan de importancia en el caso de los componentes de onda 
larga (ka < 1) del campo. Es decir, al calcular el operador de polarización podemos 
despreciar la parte del campo de onda larga. Sin embargo, en los diagramas corres- 
pondientes a la propia función de Green 2,, aparece el campo de onda larga única- 
mente a través de las líneas a trazos delgadas a la derecha de (79.12). 

Como es natural el tensor tridimensional 4%,, considerado en esta sección es 
únicamente la parte espacial del 4-tensor de polarización Pı. Debemos resaltar, 
para evitar malas interpretaciones, que su componente temporal Poy y sus com- 
ponentes mixtos Zy; no son nulos. Además, como en la electrodinámica cuántica, 


í En un medio anisótropo debemos escribir 
Dalla K = (E/ Ac) leali | E, 1)— 051]. 


En esta forma, la expresión sigue siendo válida cuando existe dispersión espacial y e; depende tanto del 
vector de onda como de la frecuencia. 
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este 4-tensor es independiente de la transformación «gauge» de los potenciales. 
En la teoría no relativista es evidente la invariancia de esta transformación a partir 
de la posibilidad que acabamos de mencionar de calcular el operador de polariza- 
ción con las fuerzas no retardadas únicamente, que son independientes de la trans- 
formación del campo de onda larga. 

Pueden hallarse los componentes Doo y Do: a partir de la condición para que 
sea transverso el 4-tensor: P pk“ = 0, en donde k” = (i¢,, k) es el 4-vector de onda: 


Do =- PKPG tD- 1, | a 
Doi = (skih leG t- 1]. 


$80. Tensor de tensiones de van der Waals 


Aunque la estructura de los cuerpos condensados está determinada esencial- 
mente (como se señaló al final de $ 79) por las fuerzas que actúan entre sus particu- 
las a distancias atómicas, una definida contribución a las magnitudes termodiná- 
micas del cuerpo (a su energía libre, por ejemplo) procede también de las fuerzas 
de van der Waals que actúan entre los átomos a distancias que son grandes en com- 
paración con las distancias atómicas a. En el caso de átomos libres, la energía de 
esta interacción disminuye con las distancias crecientes según la ley r”* (ver MC 
$89) y según r77 cuando tienen importancia los efectos retardadores (ver TCF, 
$ 83). Naturalmente, en un medio condensado las fuerzas de van der Waals no se 
reducen a una interacción entre pares separados de átomos. Sin embargo, como 
su margen de acción es grande en comparación con las distancias interatómicas 
podemos utilizar un enfoque macroscópico al problema de su influencia sobre las 
propiedades termodinámicas del cuerpo. 

En la teoría macroscópica, la interacción de van der Waals en un medio material 
se considera transportada mediante un campo electromagnético de longitud de 
onda larga (E. M. Lifshitz 1954); este concepto incluye no sólo las fluctuaciones 
térmicas sino también las oscilaciones del punto cero del campo. Una propiedad 
importante de la contribución de esta interacción a la energía libre es que no es 
aditiva; no es simplemente proporcional al volumen de los cuerpos sino que depende 
también de parámetros que caracterizan su forma y configuración. Esta falta de 
aditividad, que resulta del largo alcance de las fuerzas de van der Waals, es la pro- 
piedad que distingue su contribución a la energía libre de la parte aditiva que es 
mucho mayor. En la descripción macroscópica esta propiedad surge a partir de 
hecho de que cualquier cambio en las propiedades eléctricas del medio en alguna 
región produce un cambio, de acuerdo con las ecuaciones de Maxwell, en el campo 
fluctuante incluso en el exterior de dicha región. Como es natural, en la práctica, 
los efectos de no aditividad son apreciables únicamente cuando las dimensiones 
características son suficientemente pequeñas (aunque todavía grandes en compara- 
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ción con las dimensiones atómicas) por ejemplo, en películas delgadas o en cuerpos 
separados por un espacio vacío estrecho. 

En el cálculo de la contribución de las fluctuaciones electromagnéticas a la 
energía libre, las longitudes de onda de importancia en cada caso son del orden 
de las dimensiones características de la inhomogeneidad del medio (espesor de la 
película, anchura del intervalo vacío, etc.). En la teoría macroscópica es esta la 
razón para la disminución de las fuerzas de van der Waals según una ley potencial; 
si fuesen importantes las fluctuaciones con cierta longitud de onda 4, fija, esto 
daría una disminución exponencial, con exponente ~ r/o Como las dimensiones 
características y, por tanto, las longitudes de onda características de las fluctuacio- 
nes, son mucho mayores que las dimensiones atómicas, pueden expresarse entera- 
mente todas las propiedades de estas fluctuaciones y su contribución a la energía 
libre en función de la permitividad compleja de los cuerpos. 

Nuestro objetivo será el cálculo de las fuerzas macroscópicas que actúan en 
un medio inhomogéneo.+ Como primera etapa del cálculo, determinaremos el 
cambio en la energía libre debido a una pequeña variación de su permitividad; 
se despreciarán las propiedades magnéticas del material (la permeabilidad u = 1) 
Se supondrá que la variación de e se debe a una pequeña variación SH en el hamil- 
toniano del sistema. De aquí que el cambio o variación de la energía libre sea 


ôF = (ôB), (80.1) 


en donde se toma el valor medio (a temperatura y volumen del sistema dados) res- 
pecto a la distribución de Gibbs con el hamiltoniano sin perturbar H. Sustituire- 
mos este último en la formal 


Å = Ĥo+ P iws P iw = -f j- dex, (80.2) 


en donde f/,,, describe la interacción de las partículas con el campo electromagné- 
tico de onda larga y se incluye en A, todas las demás interacciones junto con los 
términos correspondientes a las partículas libres y a los fotones. Estrictamente 
hablando, debería considerarse la integral en (80.2) cortada a un número de ondas 
kọ < 1/a, pero el parámetro de corte no aparece en el resultado final. El operador 
E es el operador del potencial vector del campo de onda larga; es importante que 
el operador ¿A responsable de la variación de la permitividad no contenga a Â, 
puesto que la permitividad está determinada únicamente por la interacción de las 
partículas a distancias atómicas. 

Pasemos ahora en (80.1) a los operadores de Matsubara en lo que podemos 
llamar la representación de onda larga de la interacción: en esta representación 


+ La teoría que damos a continuación se debe a I. E. Dzyaloshinskii y L. P. Pitaevskii (1959). 
+ En esta sección hacemos Á = 1, c =1. 
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la dependencia entre los operadores y t está determinada por todos los términos 
del hamiltoniano excento f/,,. Por el mismo método que utilizamos al deducir (38.7) 
se tiene 


1 5 
ôF = —— (T, ôAMô»o, 
O 
a de (80.3) 


ô =T,exp | [34.AM dix dr, 
0 


en donde (...)o indica el promediar respecto a la distribución de Gibbs con el ha- 
miltoniano Ĥ,. De acuerdo con el significado de la representación escogida, se 
definen los operadores de Matsubara como 


AM(z, r) = exp (to) Â(r) exp (—tÊo), (80.4) 


y análogamente para ¿4” y para los operadores y a partir de los que se construye 
el operador de la corriente de partículas j“.+ Como MÁ, no contiene la interacción 
de los fotones de longitud de onda larga con ninguna otra cosa, AY es el mismo 
que el operador (de Matsubara) del campo de fotones libres; en el caso de los ope- 
radores y de las partículas esto no es así, como es natural, puesto que Ñ o enye 
la interacción entre partículas. 

Siguiendo los principios generales de construcción de la técnica diagramática, 
desarrollemos el exponencial de (80.3) en potencias de f/,,.j En cada término del 
desarrollo se promedia el producto de los operadores de campo libre ÁY del modo 
usual como contracciones de pares, utilizando el teorema de Wicks. El término 
de orden cero del desarrollo que no contiene AY, da ôF, que es la variación de la 
energía libre sin tener en cuenta las fluctuaciones de onda larga. El término si- 
guiente, lineal en A”, da cero al promediar. En el término cuadrático respecto al 
campo, la contracción de dos operadores <AYA%) da 2%, la función de Green 
del fotón libre; este término puede representarse por el diagrama 


apt A (80.5) 

x_/ 
con el factor numérico 1/2!, que aparece en el desarrollo del exponencial, indicado 
separadamente. La línea a trazos delgada indica la función 2% y el círculo som- 
breado el resultado del promedio de los demás factores. No daremos ahora la forma 
explícita de esta última magnitud; el único punto de importancia es que vale exac- 


ł Para simplificar la notación se omite el subíndice 0 que debería ir unido a los operadores en esta 
representación. 

+ Es suficiente mostrar el desarrollo del numerador en la expresión correspondiente a ÔF. Como es 
normal, el papel del factor <ó6>, en el denominador consiste en excluir precisamente los diagramas que 
se separan en dos o más partes desconectadas. 
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tamente 04,,/477 siendo 04%,, la variación del operador de polarización cuando el 
hamiltoniano del sistema varía en ¿4. Esto se ve fácilmente considerando análoga- 
mente la variación de la función Y. En la misma representación de los operadores 
esta función es 
(Di kT1, r1; Ta, r2) A ÁM(t1, r1) AM (T2, 12) 6) 
de Tt Aj » 11 k 2, 12 0» 


(6 
en donde ahora 
1T wong 
ô =T, exp f (—-PM-—ôĤM) dr; 
0 
la «interacción» incluye a ¿A lo mismo que a Ŷ,„. La variación requerida ôP, 


viene dada por el término lineal del desarrollo de esta expresión en potencias de 
ôf”: 


ôDik = 


l í T, | 9A dr. M(t, r1) ÂX (zo, ra) exp f 1. ÂM dix SEN g 
(5% N Jo 


(80.6) 


En el desarrollo del exponencial restante en potencias de ¡,,, ha de omitirse 
el término de orden cero, como corresponde a un diagrama separado (la contrac- 
ción <AYMA%) se separa de los demás factores, que no contienen las variables r; 
y rə). El término de primer orden contiene un número impar de operadores A y da 
cero al promediar. Finalmente, el término de segundo orden da en d9,, una ex- 
presión representada por el diagrama 


Dk =- -@--- (80.7) 


con el mismo círculo que en (80.5); ahora no aparece el factor 4 porque existen dos 
modos de contraer los operadores «internos» A procedentes de los operadores fw 
con los «externos» Â¥ y ÂM. Por otra parte, a partir de la definición del operador 
de polarización, la función de Green en la aproximación considerada viene dada 
por la suma 


=== ====0)=5 


en donde el círculo blanco representa el operador de polarización 2,,/47%. La va- 
riación de esta función da, por tanto, el diagrama (80.7) con 99,,/471 como círculo 
sombreado. 

Todos los términos siguientes del desarrollo de (80.3) son correcciones de diver- 
sos Órdenes a la línea a trazos y al círculo del diagrama (80.5). Estas correcciones 
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convierten la línea a trazos en la función exacta 2,„. Las correcciones de onda larga 
de ôP, son pequeñas, como ya hemos analizado, de modo que podemos tomar 
inmediatamente a 94,, como si fuese la variación exacta del operador de polariza- 
ción. 

En forma analítica este resultado se escribe (después de pasar al desarrollo de 
Fourier respecto a la variable 1)j en la forma 


ôF = En y rÍ DikEs; Pi, r2) = 9DrilEs; Po, rı) dix; d3xo. (80.8) 


$ = —o0o 


De acuerdo con (79.17) se expresa la variación del operador de polarización 
(en un medio isótropo) en función de la variación de la permitividad: 


Pri Es; r1, r2) = Op 0(r1 —r2)0e(i|Es!, r1); 


la función delta elimina aquí una de las integraciones de (80.8). Teniendo también 
en cuenta el hecho de que 2,, es una función par de £,, podemos volver a escribir 
(80.8) como 


T oo 
ôF = Fo — aa p EST r)ôe(i lës], r)d’?x, (80.9) 
en donde la suma se toma únicamente respecto a los valores positivos de s; el signo 
prima indica que el término con s = 0 tiene un factor extra 4. Este término es finito 
puesto que el factor ¿; anula la divergencia de 9,, para £, =0. 
Para escribir otras fórmulas adicionales, será conveniente introducir otras dos 
funciones más 


DEXEs; r, r’) = ED iks; r, r’), | (80.10) 


(DEE 5 r, 1") = FOt¿ rOtkm DimkEs; r, r’), 


construidas de modo análogo a (76.3) y (76.4). Entonces puede escribirse ĝF 


ôF = ok SY | DILE; r, r) de(i1Es1, r) dix. (80.11) 
s=0 


Utilicemos a continuación (80.11) para determinar las fuerzas que actúan en 
un medio inhomogéneo. Ya se ha supuesto la isotropía del medio; supondremos 


No daremos la regla general para determinar el signo de los diagramas del tipo (80.5) (sin líneas 
externas libres). En el caso actual, se encuentra fácilmente el signo escribiendo explícitamente los términos 
correspondientes de los desarrollos en (80.3) y (80.6). Realmente basta señalar que este término en (80.3) 
contiene una contracción de un par de operadores A y en (80.6) dos pares; puesto que la contracción 
de un par de — Pix, los diagramas (80.5) y (80.7) tienen signos opuestos y esto conduce al signo menos 
de (80.8). 
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ahora que es un líquido, de modo que el cambio de estado en cada punto (a una 

temperatura dada) sólo puede deberse a una variación de la densidad O. 
Imaginemos que se somete al medio a una deformación isoterma pequeña con 

desplazamiento u(r). La correspondiente variación de su energía libre es 


ôF =— f f.u d?x, (80.12) 


en donde f es la densidad de volumen de las fuerzas que actúan sobre el medio. 
Por otra parte, puede determinarse la misma variación a partir de (80.11) expre- 
sando las variaciones ôF, y de en función del mismo vector de desplazamiento. 
Sea Polo, T) la presión sin tener en cuenta las correcciones de van der Waals para 
unos valores dados de o y T; la correspondiente densidad de volumen de las fuerzas 
es fo = — V Py, de modo que 


ôFo = f u.vPo d3x. 
A continuación, se relaciona el cambio de densidad con el vector de desplazamiento 


mediante la ecuación de continuidad $0 = — div (ou). Por tanto, la variación de 
la permitividad resulta ser 


de = (02/00) do = — (z/o) div (0u). 
Sustituyendo esta expresión en (80.11), integrando por partes respecto al volumen 


total del cuerpo y comparando luego la expresión resultante para ôF con (80.12) se 
encuentra 


T Er”. Oe 
f= Ad a2 grad US r,r) i . (80.13) 


Esta fórmula nos permite en particular determinar de una vez la corrección 
al potencial químico del cuerpo. Para ello, escribamos la condición del equilibrio 
mecánico f = 0 y hagamos uso del hecho de que a temperatura constante 


dPo(o, T) = (o/m) duo(o, T), 


en donde yo, T) es el potencial químico sin perturbar del cuerpo (siendo m la 
masa de una partícula). Entonces la condición se reduce a yu = 0, en donde 


_ ME &, Ere. Oe 
u = polo, Da Pis; r, r) a (80.14) 
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Por otro lado, la condición para el equilibrio mecánico de cualquier cuerpo inho- 
mogéneo es que el potencial químico debe ser constante en todo el cuerpo; por 
consiguiente, resulta claro que (80.14) da este potencial. 

La descripción más completa de las fuerzas que actúan en un medio viene dada 
por el tensor de tensiones 0;,,, que está relacionado con los componentes del vec- 
tor f por 


fi = 00:x /0xx. (80.15) 
Para expresar (80.13) de este modo, escribámosla de nuevo en la forma 


Po T ~œ ô 0 
HER E a (((0-23) ds o} 


T 0 
“Fa y e(r) EX Dir, r); 


por brevedad, no se han escrito los argumentos ¢, en las fórmulas intermedias. 
Los dos primeros términos tienen ya la forma requerida. El tercer término puede 
escribirse en la forma 


T , , 0 0 r 
Sa y fecr laa" e(r) A Dit, r ), 


separando las derivaciones respecto a los dos argumentos de la función 2,(r, r) 
y poniendo r = r' al final del cálculo. Para este cálculo se hace uso de las ecuaciones 
[ver (79.8)] 


An Dnáx, r’) = — AO; (5 =x r’), 
Â Dlr, r’) =—4100(r—r'), 


en donde 


Au = E2e(r) ðt Otim Otm = E2e(r) 0,1 + Ix; dx HA 


La ecuación resultante es (con r = r’) 


ð fa] 0 
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y la expresión final para el tensor de tensiones es 


E B T 3; 1 ; . a Og(ifs, r) 
Oir =—Po0;x Ze 2 F | — y Ôx [ecit r)—o =a X 


XDE: r, 1) + elits, r) Dil; r, r) 
NN ôi Di (Es; r, DADES r, o . (80.16) 


Sin embargo, las fórmulas obtenidas no tienen todavía un significado físico 
directo. La razón es que la función %,,(r, r') tiende a infinito como 1/| r — r'| 
cuando r' => r, como se ve fácilmente mediante la ecuación (79.8). Esta divergencia 
surge de la contribución de los números de onda grandes (k —1/| r — r'|) y se 
debe únicamente a la falta de validez de la ecuación (79.8) para k 2 a. Puede evi- 
tarse esta dificultad no haciendo ningún corte explícito a k grande. Observemos que 
las fluctuaciones de longitud de onda corta no tienen ninguna conexión con los 
efectos que estamos considerando, que se deben a la inhomogeneidad del medio. Su 
contribución a las magnitudes termodinámicas en cualquier punto dado en el 
cuerpo es la misma para un medio homogéneo que para otro que sea inhomogéneo 
pero que tenga el mismo valor de e(r) en ese punto. Para dar a las fórmulas un sig- 
nificado definido que sea de hecho independiente de la naturaleza del corte, debemos 
por tanto restar apropiadamente. La función de Green 9,,(£,; r,r) ha de tomarse 
como el límite de la diferencia 


lim (Dikis; r, r’) —(Diks; r, r')}, (80.17) 


en donde %2,, es la función de Green de un medio infinito homogéneo auxiliar cuya 
permitividad sea la misma que la del medio real en el punto r dado; este límite no 
es divergente. Para evitar ulteriores complicaciones de las fórmulas las dejaremos 
en la forma anterior y consideraremos que 9,, designa la diferencia (80.17). Aquí 
Poo, T) es la presión en un medio homogéneo infinito para valores dados de o y T. 

Tanto en la fórmula (80.16) como en la ecuación (79,8) que determina la función 
de Green 9,,, las propiedades del medio aparecen sólo a través de e(i2), la permiti- 
vidad en forma de función de la frecuencia imaginaria. En este contexto puede 
recordarse que la función tiene una relación simple con la parte imaginaria de la 
permitividad para frecuencias reales: 


eli?) = 142 | Pa (80.18) 
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(ver EMC, $ 62). Por consiguiente, podemos decir que la única característica ma- 
croscópica que determina las fuerzas de van der Waals en un medio material es 
finalmente la parte imaginaria de la permitividad. 

La fórmula (80.16) tiene exactamente la misma forma que la expresión conocida 
en electrodinámica macroscópica para el tensor de tensiones de Maxwell en un 
campo electromagnético constante, sustituyendo las combinaciones cuadráticas de 
los componentes de E y H por las funciones correspondientes — 2p y — 2g. 
Sin embargo, esta analogía no es muy profunda: no significa que en el caso de un 
campo electromagnético variable como éste exista una expresión general para el 
tensor de tensiones en un medio absorbente, que contenga solamente la permitivi- 
dad como una característica del medio. En el caso presente no tenemos ningún 
campo electromagnético arbitrario sino el campo fluctuante intrínseco de equilibrio 
termodinámico en el medio. 


$81. Fuerzas de la interacción molecular entre cuerpos sólidos. Fórmula general 


Apliquemos las fórmulas generales deducidas en $80 para calcular las fuerzas 
de interacción entre sólidos cuyas superficies están muy próximas entre sí, a una 
distancia que sólo debe satisfacer la condición de que sea grande en comparación 
con las distancias interatómicas en los cuerpos. Esto nos permite considerar el pro- 
blema macroscópicamente, considerando los cuerpos como medios continuos y cuya 
interacción es debida al campo electromagnético fluctuante. Las fluctuaciones im- 
portantes son aquellas cuyas longitudes de onda son del orden de las dimensiones 
características del problema, a saber la anchura del espacio vacío entre ambos 
cuerpos. f 

Los subíndices 1 y 2 indicarán las magnitudes que pertenecen a los dos cuerpos 
y 3 designará a las relativas al espacio vacío entre ellos (fig. 17). Este espacio se 


FiG. 17. 
supondrá que es plano-paralelo, con el eje x perpendicular a su plano, de modo 
que las superficies de los cuerpos 1 y 2 son los planos x = 0 y x = l, siendo l la 


anchura del espacio vacío. La fuerza F que actúa sobre el área unidad de la super- 


+ Los resultados de esta sección se deben a E. M. Lifshitz (1954) igual que los de $ 82. 
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ficie del cuerpo 2, por ejemplo, se calcula como el flujo del impulso que entra en el 
cuerpo a través de esta superficie. El flujo viene dado por los componentes oss del 
tensor de tensiones electromagnético en el espacio vacío, tomado en x = l. En el 
vacío e = 1 y la expresión correspondiente a o,s tomada de (80.16) se convierte ent 


F = 0%) = 37 E (Dn ADE LD DEn h 1) 
+ DEn LD ADE (El D- DELE 1, DY (81.1) 


en esta sección el subíndice de sumación se designará por n. 

Como el problema es homogéneo en las direcciones y y z, las funciones D¡¿(f,,; 
r, r') dependen únicamente de las diferencias y — y” y z-—z' [los argumentos 
y— y' y z2—2' no se han escrito en (81.1)]; 2(Ċn, q; x, x’) son los componentes 
de Fourier respecto a estas variables. Entonces 


DikEnsr, £) = f DidEn q; x, x) d%9/Qny. (81.2) 


En el caso de las funciones 2,,(ċn, q; x, x’), las ecuaciones (79.8) se convierten 
en (con el eje y paralelo al vector q) 


2 
(ez) D¿Ax, x") = —4r00(x—x"), 
2_ 2 d? ntal i ô ') 
(”- — TA) D(x, x)+ iq FA Dax, xX ) =— 4n (x—x ), 


WD yy (x, x )+iq d'Dyy(x, x")]dx = 0, 
WD Ax, x 9) + iq dDy kx, x)/ dx = —4r0(x— x’), 


en donde w = (e + q?)?, e = elit) y x” actúa como parámetro; los componentes 
De, = P,a = 0, puesto que se demuestra que las ecuaciones para ellos son ho- 
mogéneas. La solución de este sistema se reduce al de las dos ecuaciones 


2 
a za) (D¿Ax, x’) = —4ró(x—x”), (81.3) 
d? 4 2 
(32) D(x, x’) = + ô(x— x’), (81.4) 


ji En los cálculos intermedios hacemos Ā = 1, c = 1. 
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y Day Y Ly, se determinan entonces como 


u 
w? dx 


(Dix, x") == (Dyk x, x’), 


(81.5) 


2 


EL ARA P CE 
DAX, x) = zE i Dyx(x, x') 7 ó(x— x’). 
Aquí debemos tener en cuenta que, a partir de (79.5), 
(Dyxkx, 1) = Dlr, r), y por consiguiente 'Dyx(q; x, x’) = Dil —Q; x’, x). 


Las condiciones de contorno que corresponden a la continuidad de los compo- 
nentes tangenciales de los campos eléctricos y magnéticos, tienen en cuenta las 
continuidades de las magnitudes 2, 25, 2 jr» DÍ, o, lo que es equivalente, de las 


magnitudes 


Dyk Der roty Dig rotz Digo 


Utilizando la primera ecuación (81.5), vemos que las magnitudes siguientes deben 
ser continuas en el contorno: 


e d 
Dz, Des Dry + de Dr s (81.6) 

Como deseamos calcular el tensor de tensiones únicamente en la región del 
intervalo vacío, podemos tomar inmediatamente 0 < x' < l. En el margen 0 < x <1 
las funciones 2,, y 2,, están determinadas por las ecuaciones (81.3), (81.4) con 
e = 1, w = w = (2 + q?)/?. En las regiones 1 (x <0 ) y 2 (x > I) satisfacen las 
mismas ecuaciones con cero en el segundo miembro (puesto que ahora x 4 x') 
y sustituyendo e, w por e,, W, Y €2, Wa, respectivamente. 

La sustracción necesaria de acuerdo con (80.17) consiste en restar a todas las 
funciones 2,, en la región del espacio vacío sus valores para e, = £ = 1. Por tanto, 
en particular podemos omitir inmediatamente el segundo término del segundo 
miembro de la segunda ecuación (81.5), de modo que en dicha región 


iq d iq d 
Dxy = Swede Dix = do S (81.7) 
Antes de resolver estas ecuaciones, debemos hacer un ulterior comentario: la 


solución general de las ecuaciones (81.3) y (81.4) es f(x — x’) + f(x + x’). 
Utilizando estas ecuaciones junto con (81.7) y la definición de las funciones 2Z;, 
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y 2Ë podemos demostrar que las partes de las funciones de Green que dependen 
de x + x' no contribuyen a la expresión (81.1) para la fuerza. No insistiremos más 
en este punto ahora, puesto que ya resulta evidente a partir de consideraciones 
físicas: poniendo x = x’ en una solución de la forma f(x + x’), obtendríamos 
un flujo del impulso en el espacio vacío que variaría con las coordenadas, lo cual 
está en contradicción con la ley de conservación del impulso. Por tanto, de ahora en 
adelante únicamente incluiremos las expresiones correspondientes a las partes 9, 
de las funciones de Green que no dependan de x + x’. 
Determinemos ahora la función 2,,. Satisface las ecuaciones 


(w2— d?/dx?) (D¿Ax, x') = 0, x<0, 
(w2—d?/dx?) D(x, x') = 0, x>l, (81.8) 
(w—d2/dx2) Dax, x') = —4nô(x— x’), 0<x<l. 


De aquí que encontremos 


Dz: = Aer, x< 0; Dz: = Be~: x>l; 
(Dzz = Ci + Coge "a*— (2n/w3) e val, O<x=<l, 


En la última expresión hemos utilizado el hecho de que, de acuerdo con la tercera 
ecuación (81.8), la derivada d9,,/dx tiene una discontinuidad de 4m en x= x’. 
Determinando A, B, C, y Cs (que son funciones de x’) mediante las condiciones de 
contorno de que sean continuas 2,, y d2,:/dx, obtenemos 


4r 27 
== ayj —w3 | x—x' | 
(Dz wd cosh wa(x—x') xa eva ; O<x=<l, 


en donde 


A = 1— e”: (W1+w3) (2 + wa) 
(w1—w3)(w2—w3) ` 


Restando el valor de 2,, para w, = wz = wz (y 1/4 = 0), tenemos finalmente 


— 47 h , 
SETA cosh ws(x—x'). 


Análogamente, resolviendo la ecuación para 2,,, obtenemos (después de la resta) 


4nws 


Pama 


A, = 1—eval (E1w3 +Ww1) (£2W3+ W2) 
(E1W3— W1) (£2W3— wa) 


cosh ws(x— x’), 
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y, utilizando (81.7), 


xy = Di, =—(4riq/[3;41) senh wa(x— x’), 
(Dz, = — (4rr?/22w341) cosh wa(x— x"). 


A continuación, calculando las funciones DE, y Diz y transformándolas luego 
de acuerdo con (81.2) y sustituyendo en (81.1), se Hene 


rO==> E, | (gta) 


Finalmente, pasando a una nueva variable de integración p con q = ¿,|/p? — 1 
y volviendo a las unidades ordinarias, tenemos como expresión para la fuerza F 
ejercida sobre el área unidad de cada uno de los cuerpos separados por un espacio 
vacío de anchura / 


co 


T £, , (T 1t p)se+ A 
FO = Y 2 E ya (| 
1 


(s1—p)(s2—p) 


(s1+per)(s2+pe») 2pb \ _1]7 
nr o (E) 1] pd. S 


en donde s, = e, — 1 +P? , $ = Ves — I F Pê, £, =21nT/h, siendo e, y e, fun- 
ciones de la frecuencia imaginaria w = i„, debe recordarse en este contexto que 
e(ic) es una magnitud real y positiva que disminuye monótonamente a partir de su 
valor electrostático sy para ¢ = 0 hasta 1 para ¢ = oo.f Los valores positivos de F 
corresponden a la atracción entre los cuerpos. El integrando de cada término de 
la suma (81.9) es positivo y para unos p y £, dados cualesquiera disminuye monó- 
tonamente cuando / aumenta.+ De aquí que F > 0 y dF/dl < 0, es decir los cuerpos 
(separados por un espacio vacío) se atraen entre sí con una fuerza que csimindye 
monótonamente al aumentar la distancia. 

La fórmula general (81.9) es muy complicada. Sin embargo, puede simplificarse 
considerablemente considerando que la influencia de la temperatura sobre la fuerza 
de interacción suele carecer de importancia. § La razón consiste en que debido a los 


ft Se ha deducido la fórmula (81.9) bajo la hipótesis de que ambos cuerpos son isótropos. Por con- 
siguiente, su aplicación a los cristales depende de que despreciemos la anisotropía de su permitividad. 
Aunque esto resulta legítimo en la mayoría de los casos, la anisotropía de los cuerpos produce en general 
un efecto específico, a saber, un par que tiende a hacer girar los cuerpos, uno respecto al otro. 

+ Esto puede verse fácilmente observando que para s = Ve —1 + p? Y P > 1) tenemos las desigual- 
dades ep > s > p cuando e > 1. 

5 Al hablar de la influencia de la temperatura no nos estamos refiriendo a la debida simplemente a la 
dependencia con la temperatura de la propia permitividad. 
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exponenciales de los integrandos en (81.9), únicamente son importantes en la suma 
aquellos términos que tienen £, —c/l o n —ch/IT. En el caso en que /T/ch < 1, 
los valores de n que tienen importancia son, por tanto grandes y en (81.9) podemos 
pasar de la suma a la integración respecto a dn = ħdt/2xT. Entonces desaparece 
la temperatura de la fórmula y el resultado es 


==) 2p 8,17 
2 = fo oao aE ) ' 


(sı+pe1)(s2+pe:)  (2pEly qa 
e. ap ( c ) 1] jap = PaM 


De acuerdo con el análisis anterior, esto es válido para distancias / < ch/T e incluso 
a temperaturas ordinarias, las distancias que nos afectan valen alrededor de 107* cm. 
La fórmula (81.10) puede simplificarse considerablemente en dos casos límites. 


$82. Fuerzas de integración molecular entre cuerpos sólidos. Casos límites 


Consideremos primero el caso límite de distancias «pequeñas», entendiéndose 
que las distancias son pequeñas en comparación con las longitudes de onda carac- 
terísticas 4, del espectro de absorción de los cuerpos que nos ocupan. Las tempera- 
turas que pueden estar cuestionadas en el caso de cuerpos condensados son siempre 
pequeñas en comparación con los valores de %w, de importancia aquí (por ejemplo, 
en el espectro visible) y, por tanto, siempre se satisface la desigualdad IT/ch < 1. 

Debido al factor exponencial del denominador del integrando, el intervalo que 
tiene importancia en la integración respecto a p es aquél en el que p2l/c — 1. Aquí 
p > 1 y, por consiguiente, podemos poner sı = Sa = p al determinar el término 
principal de la integral. En esta aproximación, el primer término entre corchetes 
de (81.10) es cero. El segundo término, con una nueva variable de integración x = 
= 2p4l]c, da 


F) =- 7 ara: (82.1) 
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en esta aproximación se sustituye el límite inferior de la integración respecto a x 
por cero. t 

En este caso la fuerza es inversamente proporcional al cubo de la distancia de 
acuerdo con el comportamiento usual de las fuerzas de van der Waals entre dos 
átomos; ver la nota siguiente. Las funciones (if) — 1 disminuyen monótonamente 
cuando ¢ aumenta y tiende a cero. De aquí que los valores de £ más allá de un cierto 
Ċə dejen de contribuir de modo significativo a la integral; la condición para que / 
sea pequeño significa que debemos tener l < c/f,. 

Veremos ahora cómo puede realizarse el paso desde la fórmula macroscópica 
(82.1) a la interacción de los átomos individuales en el vacío. Para ello, supongamos 
formalmente que ambos cuerpos son suficientemente poco densos. Macroscópica- 
mente esto significa que sus permitividades son casi la unidad, es decir, que e, — 1 
y & — 1 son pequeños. A partir de (82.1) tenemos con la exactitud necesaria 


o 00 


h S z e 
F =ar | | E 
0 0 


a. Bm | [er(i2)— Mlea(i2)- 1 dÈ. 
Expresando e(i¢) en función de im e(w) sobre el eje w real, mediante (80.18), obte- 
nemos 


20 


h (102 im £1(w1) iM £2(w2) 
= Sa a dE dowd 


im e1(@1) im ez(w2) d 
wı du 82.2 
TEF oa PETT Ñ ee 
+ Una integral de la forma 
1 e x dx 
zej aer—1 
0 


varía sólo ligeramente, de 1 a 1,2, cuando a varía desde co hasta 1. Por tanto, podemos escribir (82.1), 
con suficiente exactitud en la práctica, como 

Hue 0 a=f- [ex(i)— 1)[e2(2)— 1] de 

NN i leait) + Ile] => 


0 


La magnitud W actúa como una frecuencia que caracteriza los espectros de absorción de los dos cuerpos. 
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Esta fuerza corresponde a una interacción de átomos con energía 


o 3h im ex(001) im e2(0s) 


(01+093 


en donde r es la distancia entre los átomos; n,, n son las densidades numéricas de 
los átomos en los dos cuerpos.f Esta fórmula concuerda con la de London de la 
mecánica cuántica, que se deduce aplicando la teoría de perturbaciones ordinaria 
a la interacción dipolar de dos átomos (ver MC, $ 89, problema). Al hacer la com- 
paración, debe recordarse que la parte imaginaria de e(w) está relacionada con la 
densidad espectral de «intensidades del oscilador» f (w) por 


wim (0) = Qra?e?/m) nf (œ), 


en donde e y m son la carga y la masa del electrón; ver EMC, § 62. Las intensidades 
del oscilador se expresan del modo normal en función de los cuadrados de los ele- 
mentos matriciales de los momentos dipolares de los átomos; ver MC, (149.10). 

Volvamos ahora al caso opuesto de distancias «grandes», l > 2. Sin embargo, 
supondremos que las distancias no son todavía tan grandes que se viole la desigual- 
dad IT/hc < 1. 

En (81.10) utilicemos de nuevo ahora una nueva variable de integración x = 
= 2plf/c, pero dejemos que sea p y no ¢ la segunda variable. Entonces e, y ez son 
funciones de il = ixc/2pl. Teniendo en cuenta el factor e” en los denominadores del 
integrando, los valores de importancia de x en la integral respecto a x son —1 
y como p > 1 el argumento de e para / grande es casi cero a través de todo el inter- 
valo de valores de interés de las variables. De acuerdo con ello podemos sustituir 
€, y €, Simplemente por sus valores para ¢ = 0, es decir, las permitividades electros- 
táticas esp Y £2% Así pues, tenemos finalmente 


f E sil [Eta o 117 
= o (s10—p)(sz0—p) | 


a ao a) dd Si 


(S10— PE10) ($20 — pE20) 


510 = Ye l +p, $20 = Vez — l + p?. 


t Si la energía potencial de la interacción de los átomos 1 y 2 es U(r) = —ar”*, la energía total de las 
interacciones pares de todos los átomos en dos semiespacios separados por una anchura de espacio vacío . 
les Uta = earn n,/12P. La fuerza es F = dU,/dl = ann,n,/61. Esta es la correspondencia entre (82.2) 
y (82.3). 
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La ley de disminución con la distancia como l-t corresponde aquí a la disminu- 
ción de las fuerzas de van der Waals entre dos átomos cuando se tienen en cuenta 
los retardos (ver más adelante). 

La fórmula (82.4) se reduce a una expresión muy simple cuando ambos cuerpos 
son metálicos. En el caso de los metales, e(i¢) > œ cuando ¢ >0 y, por tanto, 
podemos tomar sy = œ. Poniendo ey = Esp = “o, obtenemos 


x dpdz_ m fc 
= Hr 5 
iz Tear f per—1) 7240 $ Gaa 


(H. G. B. Casimir 1948). Esta fuerza es independiente de la naturaleza de los me- 
tales, propiedad que no es válida a distancias pequeñas, en donde la fuerza de in- 
teracción depende del comportamiento de la función e(i¢) para todos los valores de 
¿ y no sólo para ¢ = 0. 

La figura 18 muestra un gráfico de la función $,.(sp) que da la fuerza atractiva 
entre dos aislantes idénticos (80 = £2 = £o); la fórmula (82.4) se escribe como 


F = + (+) buleo). (82.6) 

pleo) 

10 
0.8 oao o o o 
0.4 
0.2 

o 02 04 06 OB le, 

Fic. 18. 


El mismo diagrama muestra la función %;m(¢o), que da la fuerza atractiva en el caso 
de un aislante y un metal (€ = €0, €29 = eo), a partir de la fórmulat 


——— Qiml€o). (82.7) 


m2 he go—1 
= 40 1 etl 


t Cuando e > 1, las funciones d;; y din tienden a 0,35 y 0,46 respectivamente, que corresponden a las 
formas límites de (82.8) y (1) en el problema. Cuando e > œ, ambas funciones tienden a la unidad y 
corresponden a (82.5). 
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En (82.4) hagamos la transición a la interacción de los átomos individuales, como 
hicimos antes para la fórmula (82.1). Para e, — 1 pequeño, tenemos 


so—p ~ (£o—1)/2p, So—peo ~ (to—1M(—p+3p"3, 
y la integral (82.4) se reduce a 


he Co oa f 1-2pP+2p 
F= -aajt (£10— 1) (€20— » | me ax | E dp, 
0 1 


de aquí que 


pad an (e10— 1)(e20— 1). (82.8) 


Je 2 
Esta fuerza corresponde a la interacción de dos átomos con energía 


23h 
U(r) = As, (82.9) 


en donde a, y az son las polarizabilidades estáticas de los átomos (s, = 1 + 4xna). 
La fórmula (82.9) concuerda con el resultado que se obtiene en electrodinámica 
cuántica para la atracción de dos átomos a distancias suficientemente grandes, 
cuando empiezan a tener importancia los efectos del retardo (ver TCR, $ 85). 

Finalmente, consideremos distancias tan grandes que /T/hc > 1, que es la desi- 
gualdad opuesta a la requerida para que sea despreciable el efecto de la temperatura. 
En este caso únicamente es necesario retener el primer término de la suma (81.9), 
pero no podemos hacer inmediatamente n = 0 en este término puesto que existe 
una indeterminación: el factor ¿3 es cero, pero la integral respecto a p diverge. 
Puede evitarse esta dificultad utilizando al principio en lugar de p una nueva variable 
de integración x = 2p¢,„l/c (de modo que desaparece el factor ¿*). Poniendo enton- 
ces £, = 0, se obtiene 


oo 


a (e10+1)(e20+ 1). ds 
= wF | y? iy” -1| dx. (82.10) 


0 


Así pues, a distancias suficientemente grandes la disminución de la fuerza atrac- 
tiva resulta más lenta y vuelve a ser del tipo de la ley /, pero con un coeficiente 
que depende de la temperatura; todos los términos siguientes de la suma en (81.9) 
disminuyen exponencialmente al aumentar /. La condición /7/hc> 1 es esencial- 
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mente la condición de comportamiento clásico (4w < T, en donde œ ~ le). Por 
consiguiente, resulta natural que en la expresión (82.10) no aparezca h.t 


PROBLEMA 


Hallar la ley de interacción de un átomo con una pared metálica a distancias «grandes». 


SoLUCIÓN. La interacción de un átomo aislado con un cuerpo condensado puede hallarse 
considerando únicamente uno de los cuerpos (denominado 2, por ejemplo) como un medio de muy 
baja densidad. Considerando a £x — 1 como pequeño y poniendo £w = œ, obtenemos a partir 
de (82.4) 


_ Áic(Es— DE po _ 3hc(e —1) 
ra 327l rendy Jg ET ° 09) 


0 
Si la energía de interacción átomo-pared es U = — aL”? (siendo L la distancia que separa el átomo 


de la pared), la energía de interacción de los átomos en un semiespacio separado de la pared por 


un intervalo vacío l es Utot = — an/31B y la fuerza F = dUtot/dl = anjl*. Así pues, el valor hallado 
para F corresponde a la atracción de un átomo aislado hacia la pared con la energía 


U(L) = — 3ufic/8mL* (2) 


(H. B. G. Casimir y D. Polder 1948). 
En el caso de la interacción de un átomo con una pared aislante, el mismo método da 


3 ficas E197 1 


U(L) =- SaLi Sor 1 o 


con la función da; que se muestra gráficamente en la figura 18. Cuando £, > 1 esta función tiende 
el valor 23/30 = 0,77, correspondiente a (82.8). 


$83. Comportamiento asintótico de la función de correlación en un líquido 


Las fluctuaciones electromagnéticas de longitud de onda larga conducen tam- 
bién a ciertas propiedades específicas de la función de correlación de las fluctua- 
ciones de densidad en un líquido homogéneo. 

Se determina la función de correlación v(r) (ver Parte 1, $ 116) en función del 
valor medio del producto de las fluctuaciones de la densidad numérica de partícu- 
las n en dos puntos del espacio por 


(On(r1) Ón(r2)) = nÓ(1) +nv(r), r = r1 T2. (83.1) 


t Pueden generalizarse las fórmulas obtenidas en $$ 81 y 82 para incluir el caso en el que el intervalo 
vacío entre los sólidos está lleno con un líquido y el caso de una película líquida delgada sobre una su- 
perficie sólida; ver I. E. Dzyaloshinskil, E. M. Lifshitz y L. P. Pitaevskii, Soviet Physics Uspekhi 4, 153, 
1961 (= Advances in Physics 10, 165, 1961). 
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La función de correlación v(r) está relacionada con la interacción entre partículas 
y su comportamiento asintótico a distancias grandes está determinado por la parte 
de van der Waals de largo alcance de esta interacción. De aquí que v(r), como las 
fuerzas de van der Waals, disminuya proporcionalmente a una potencia inversa 
de la distancia (J. E. Enderby, T. Gaskell y N. H. March 1965). 

Naturalmente esto influye también sobre las propiedades de los componentes 
de Fourier de la función de correlación v(k) = v(k). Si las únicas fuerzas que actua- 
sen entre las partículas del líquido tuviesen un alcance del orden de las dimensiones 
atómicas a, v(r) disminuiría exponencialmente al aumentar la distancia, siendo el 
exponente —r/at. En función de los componentes de Fourier esto significa que 
v(k) sería una función regular de ka y podría desarrollarse en potencias pares de ka 
cuando ka < 1. Sin embargo, las fuerzas de largo alcance originan la presencia en 
v(k) de un término v,(k) que varía considerablemente incluso en el intervalo k ~ 1/2, 
(no k ~ 1/a), en donde 2(ẹ a) indica la longitud de onda característica del espectro 
del líquido. En el intervalo ka < 1, el parámetro k4, puede ser pequeño o grande; 
la función v,(k) tiene una singularidad en este intervalo. 

Para calcular la función de correlación, utilicemos su relación con la segunda 
derivada variacional de la energía libre del cuerpo respecto a su densidad. Por 
definición, esta derivada es la función ¿(r) que aparece en la expresión 


SF = 3 f p(|r1—r21) ón(r1) ón(r9) dix, dixo (83.2) 


para la variación de la energía libre debida a las fluctuaciones de densidad (a una 
temperatura dada). El componente de Fourier ġ(k) = p(k) de esta función está 
relacionado con la función v(k) buscada por 


T 


ver Parte 1, (116.14). Debemos resaltar que esta fórmula admite que las fluctuacio- 
nes son clásicas para lo cual es necesario que hw < T, siendo w la frecuencia de las 
oscilaciones con número de onda k. Con w — ku (en donde u es la velocidad de 
sonido en el líquido) se llega a la condición 


ħku «T, (83.4) 


correspondiente a distancias r > hu/T. 


t El líquido que estamos considerando está a una temperatura T~ O, en donde O ~ huja es la 
«temperatura de Debye» del líquido, y lejos del punto crítico. Cerca de este último el radio de correlación 
aumenta indefinidamente (ver Parte 1, 55 152, 153). También aumenta a temperaturas bajas y paraT <0 
es del orden de u/T (ver $ 87, más adelante). 
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La parte «regular» de la función (k), debida a las fuerzas de corto alcance, 
puede desarrollarse en potencias de k; tomando (cuando ka < 1) únicamente el 
primer término del desarrollo y designándolo con b, podemos escribir 


$lk) = b+putk), (83.5) 


en donde q,(k) es la parte «singular» que tiene ahora interés. Como las fuerzas 
de van der Waals son relativamente débiles, $,(k) < b y por ello el resultado de 
sustituir (83.5) en (83.3) puede ponerse en la forma 


(k) = Z Es] E Hd). (83.6) 


Como v(k) y f,(k) están relacionadas linealmente, la función v(r) a distancias gran- 
des es simplemente 


v(r) =—(T/nb”) px(r). (83.7) 
El primer término (independiente de k) de (83.6) corresponde a una función de las 
coordenadas constante x ô(r) debido a las fuerzas de corto alcance (si se considera 
despreciable su rango de acción). 


Para determinar f,(r), partiremos de la fórmula (80.11) para la variación de la 
energía libre. Haciendo en ella 


efits, r) = Belies) ón(r), (83.8) 
on 
vemos que la expresión 


L s) 


-AF tD nts; T, r) 


es la primera derivada variacional de la energía libre respecto a la densidad. Para 
la segunda derivación debemos a su vez variar esta expresión, obteniéndose ł 


y TEF 2 ESOD(Es; r, r) a (83.9) 


+ Se expresa la constante b en función de las magnitudes termodinámicas correspondientes al líquido 
mediante b = (1/n) (SP/amr, ver Parte 1, 3 152. 

+ Únicamente se varía la función Zy. La variación de e conduciría a un término de la forma constan- 
te x ô(r) en g(r), que no se relaciona con las fuerzas de largo alcance. 


410 Fluctuaciones electromagnéticas 


La propia función 2 satisface la ecuación (79.8): 


ə? E E | 
lonas > NA + 5 elits, r) da] Dilts; Y, 1) =—4rh6:0(r—r'), (83.10) 


y su variación da la ecuación para la variación de 2: 


az — JA + elits) èal ôDirlĊs; r,r ') = -= == elits r) Ds; Eor ). 
(83.11) 


Puede escribirse la solución de (83.11) observando que, según (83.10), la función 
«sin perturbar» 2,, es la función de Green de esta ecuación; de aquí que 


2 

9D Es; r, Y) = os delics, r”) Dilts; r”, O) DiEs r”, r) dix”; 
4xñic? 

aquí hemos utilizado también el hecho de que D,,(r, r”) = D,(r”, r). Finalmente, 

sustituyendo (83.8) y el resultado de (83.9), obtenemos la segunda derivada varia- 

cional 


pi(r) = añ AR, > ES ln ĝe (i+) l (Din(Es; r1, r2), (83.12) 


con r = | r; — r, |. Esta fórmula, junto con (83.7), da la expresión general buscada 
para la función de correlación v(r) cuando r > hu/T (M. P. Kemoklidze y L. P. Pi- 
taevskií 1970).. 

La condición (83.4) ya admitida previamente para los números de onda es equi- 
valente a r > hu/T para las distancias. Si, simultáneamente con esta condición, 
restringimos el margen de valores de r mediante un límite superior también: 


hc/T > r > fu/T, (83.13) 


entonces tienen importancia en la suma valores grandes de s y puede reemplazarse 
la suma respecto a «frecuencias» discretas £, = 2xTs/h por la integración respecto 
a ds =hdiPaT: 


T (p1 oe) 
rl [a a | D (6310) 


0 
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Se obtiene la función 2,,, a partir de (77.6) con la sustitución œ —> i¢. Llevando 
a cabo la derivación y elevando al cuadrado, tenemos 


(83.15) 
w = ri wye(ily/e. 


La sustitución de (83.15) en (83.14) da una expresión bastante complicada, pero 
resulta más sencilla en dos casos límites. 

En el caso de distancias «pequeñas» (r < 24; cf. $ 81) el intervalo de importancia 
en la integral es £ —c/2,; entonces r/c < 1, de modo que podemos sustituir el 
factor exponencial de (83.15) por la unidad y conservar únicamente el último tér- 
mino del paréntesis. Se tiene entonces 


oo 


A A ea 2 di 
a ya? —167mb? Oñ eit”? 


r< 2o. (83.16) 


0 
La transformada de Fourier de esta función est 
x(k) =a%Ak*/12,  kio>1. (83.17) 


En el caso opuesto de distancias «grandes» (r > 2ọ) el intervalo de importancia 
en la integral es Ë —c/r < c/o — 9. Por consiguiente, podemos sustituir eig): 
por su valor electrostático ey y sacar (ô£,/ ôn} fuera del signo integral en (83.14). 
La integración es entonces elemental (y todos los términos de (83.15) realizan con- 
tribuciones del mismo orden de magnitud). El resultado es 


v(r) = Bir, B= 


2 
r ( ar) r> 2o. (83.18) 


64183 nb? \ Oñ 
La transformada de Fourier de esta función es 


v(k) = — (2/30) Bkt log k2o,  kño<l. (83.19) 


f Mediante la integración directa en coordenadas esféricas polares en el espacio k, obtenemos 


i d?k I'(v+2) sen tav 
L= ik .r—åk sas 2 
aea N ec apt 


La integral que se necesita para verificar (83.17) es I. La integral necesaria para comprobar (83.19) 
es dl ,/dv con v = 4. 
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$84. Expresión del operador para la permitividad 


En esta sección deduciremos una expresión útil para la permitividad de un me- 
dio en función del conmutador del operador densidad de carga (P. Noziéres y D. Pi- 
nes 1958). Esta fórmula es análoga a la de Kubo, teniendo en cuenta la naturaleza 
específica del campo electromagnético. 

Consideraremos un medio homogéneo que posea una dispersión de la permiti- 
vidad, tanto espacial como temporal. Esto significa que la inducción D(t, r) depende 
de los valores del campo E(t, r), no sólo en los instantes anteriores, sino también 
de los demás puntos del espacio. Dicha dependencia puede representarse con toda 
generalidad como 


Dit, Y) = E;(t, n+ f [Salt r) Elt- t, r—r') dix de. (84-1) 
0 


En el caso de un campo monocromático en el que E y Doc exp[i(k-r — wt)], esta 
relación se reduce a 


D; = En 0, k) Ex, (84.2) 


en donde 


ento, k) = ðat f f Sal r) eo dx dr. (84.3) 
0 


Consideraremos únicamente el caso en el que el medio es no sólo homogéneo 
sino también isótropo y sin ninguna actividad óptica natural. Entonces la permiti- 
vidad sigue siendo un tensor, pero que sólo contiene el vector k. La forma general 
de dicho tensor es 


kik kik 
en = e(o, K) SE t e(o, k) (è= e) E (84.4) 
Las funciones escalares e, y e, se denominan respectivamente permitividad longitu- 
dinal y permitividad transversal. Si E es un campo potencial, E = —y ¢, entonces 
en el caso de una onda plana es paralelo al vector de onda (E = —ikd) y entonces 


D = E. Si el campo es solenoidal (div E = ik-E = 0), E es perpendicular al vector 
de onda y entonces D = e,E. 

Con esta descripción de las propiedades del medio, carece de significado (cf. EMC, 
$ 83) el dividir la densidad de corriente microscópica media pv (siendo ọ la densi- 
dad de carga) en dos partes 9P/0t y c rot M, siendo P la polarización eléctrica 
y M la imanación del medio. Las ecuaciones de Maxwell son 


1 2B 1 0D 
t! E ¿rot z= — —— 
aN c 0t” Diu c ôt’ 
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sin la introducción del vector H del mismo modo que la inducción magnética B 
que es el campo magnético microscópico medio. Todos los términos que se ob- 
tienen como resultado de promediar las corrientes microscópicas se suponen que 
han sido incluidos en la definición D = E+4xP, py = OP/0!. 

La permitividad longitudinal es importante en las aplicaciones y deduciremos 
una expresión para el operador correspondiente. Este puede hallarse considerando 
la respuesta del sistema a un campo eléctrico potencial externo E.s = — Voe 
(es decir generado por fuentes externas al sistema). 

El operador de la interacción del sistema con este campo es 


V = | ôt, r) dat, r) dix, (84.5) 


en donde ô(t,r) es el operador de densidad de carga del sistema. Comparando 
esta expresión con la fórmula general (75.8) y considerando a f,, como una «fuerza 
generalizada» f, se encuentra inmediatamente a partir de las fórmulas (75.9)-(75.11) 
que los componentes de Fourier respecto al tiempo de la densidad de carga media 


son 


at) == f f etot, r) 6/0, 1) 6/0, r) ôC, 1)) PXE) dx de 


Pasando también a los componentes espaciales de Fourier y utilizando el hecho 
de que, puesto que el sistema es homogéneo, el valor medio del conmutador de- 
pende únicamente de r — r', obtenemos 


Ook = x(w, k) Po (84.6) 


en donde 


x(w, k) = — - | | eltor—k -1X ô(t, r) 6(0, 0) —6(0, 0) ô(t, 1)) dix de. (84.7) 


La densidad de carga media está relacionada con el vector de polarización del 
medio por 6 = — div P (ver EMC, $ 6). De aquí que, para los componentes de 
Fourier, 


Ook = —¡k Por = —i(e— 1) k + E, / 47. 


414 Fluctuaciones electromagnéticas 


Por otra parte, Ad, = — 4 0,,., en donde o,s es la densidad de las cargas que crean 
el campo externo; la inducción D está relacionada con esta densidad de carga por 
div D = 4xo0,.,. A partir de estas dos ecuaciones hallamos 


ok = (47/k?) 03 = (151/k”) k . Eor- 


Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (84.6) obtenemos la expresión 
buscada para la permitividad longitudinal: 


1 


4r 


En (84.7) estrictamente hablando debería tomarse ô(t,r) como el operador de den- 
sidad de carga de todas las partículas del sistema, tanto electrones como núcleos. 
Sin embargo, normalmente los electrones son los que realizan la contribución prin- 
cipal a la permitividad a través del importante intervalo de valores de w y k; por 
consiguiente, podemos tomar a Ê como e(ñ—ñ), en donde Á es el operador den- 
sidad de electrones y ñ su valor medio. 

Las fórmulas (84.7) y (34.8) pueden transformarse adicionalmente expresándo- 
las en función de los elementos de matriz de los componentes de Fourier del opera- 
dor o. Para ello, primero volvemos a escribir (84.7) como 


20,1) =p | AAO ¿NOM Adn 645) 
0 


en donde V es el volumen del sistema. Los elementos de matriz del operador de 
Heisenberg 6,(t) se expresan en función de los del operador de Schrödinger mediante 


(01k2))mn = em (Ok)mn: 


Desarrollando el producto de operadores mediante la regla de multiplicación de 
matrices e integrando de acuerdo con (31.21), tenemos finalmente 


1 4 a 1 1 
, 5 A A 84,10 
eco, k) kE hk*V 2 | (ex)ro! | w — Mno +10 w+0n0+i0 | ( ) 


en donde el subíndice O se refiere al estado determinado para el que se busca la per- 
mitividad. 


$85. Un plasma degenerado 


Consideremos un plasma totalmente ionizado en el que los iones forman un 
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gas clásico (Boltzmann) y el componente electrónico es degenerado. Para ello la 
temperatura debe satisfacer las condiciones 4, & T <% ke es decir 


henh jmi e T S n/m, (85.1) 


en donde u, y u, son los potenciales químicos de los electrones y de los iones del 
plasma, m, y m, las masas del electrón y del ion y n la densidad numérica de partícu- 
las; al obtener valores estimados no haremos distinciones entre n, y n;. También 
supondremos que el plasma es casi ideal. Para que esto sea así, la energía de la 
interacción de Coulomb entre dos partículas cuya distancia es / ~ m3 debe ser 
pequeña en comparación con su energía Cinética media e. En el caso de los ¡ones 
€ ~T y en el caso de los electrones € ~y, —n?*Bh?/m,. De aquí que tengamos 
las condiciones 


me [12 < ni < Tje. (85.2) 


Se ha demostrado en la Parte 1, $80, que con estas condiciones la fuente prin- 
cipal de correcciones de las magnitudes termodinámicas del plasma (en compara- 
ción con sus valores como si fuese un gas ideal) es la interacción de intercambio 
de los electrones; la energía de esta interacción (por unidad de volumen del plasma) 
es —e?/n%B, La corrección de la correlación (la principal en un plasma clásico) 
es pequeña en un plasma degenerado, en la relación n!/? respecto a la corrección 
del intercambio, en donde y = m,e?/R?n!3 < 1. Sin embargo, su cálculo para un 
plasma degenerado es de interés metodológico y proporciona una ilustración ins- 
tructiva del empleo de la técnica diagramática. 

El operador de interacción de Coulomb de las partículas del plasma es 


EZRA Yu: 7 dd, (85.3) 
a,b 


T |r—r | 


en donde los subíndices a y b indican las diferentes clases de partículas (electrones 
y diversos iones); z,e es la carga de una partícula (en los electrones, z, = — 1). 
Tomando los operadores y en la representación de Matsubara, obtenemos el opera- 
dor de interacción de esta representación. Se emplea entonces la técnica diagra- 
mática para calcular el valor medio </'> (respecto a la distribución de Gibbs) de la 
manera usual pasando a la representación de la interacción para los operadores de 
Matsubara; la serie resultante de la teoría de perturbaciones es un desarrollo de 
<V> en potencias de e. 

La expresión (85.3) no contiene variables «libres» (es decir variables respecto 
a las cuales no haya integración). En la técnica diagramática esto se expresa por el 
hecho de que los términos de la serie de la teoría de perturbaciones correspondiente 
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a <V> están representados por diagramas que no poseen líneas externas libres. Las 
líneas a trazos de estos diagramas, con 4-impulsos Q = (£,, q), estarán asociadas 
arbitrariamente con factorest 


9 (q) = —47/q? (85.4) 


(que son independientes de £), es decir, los componentes de Fourier del potencial 
p(r) del campo de una carga unidad con signo menos. Las líneas continuas deben 
marcarse ahora, junto con el 4-impulso P = (¢s P), con un subíndice adicional a 
que indique el tipo de partícula y cada una de estas líneas se asocia con un factor 
— %1 (P), que es la función de Green de las partículas libres a con signo negativo. 
Las líneas continuas del diagrama forman lazos cerrados, conteniendo cada uno 
de ellos secciones con el mismo a. Cada vértice del diagrama (punto de intersec- 
ción de la línea a trazos con las líneas continuas del tipo a) se asocia con el factor 
adicional z,e. Cada bucle de fermión contribuye con un factor extra de — 1. Los 
diagramas construidos con arreglo a estas reglas dan términos del desarrollo de 


QM). (83:2) 


El factor V del denominador es el volumen del sistema. Este factor surge debido 
a que el integrando de cada término de la serie depende únicamente de las diferen- 
cias de las coordenadas y, por tanto, una de las integraciones respecto a d*x da 
simplemente el volumen V. El signo menos de (85.5) es el resultado de la determina- 
ción de las líneas a trazos mediante la regla (85.4), es decir, con el signo menos de- 
lante de H(q). El factor 2 es consecuencia de tomar el factor 3 en el primer miembro 
de (85.3). l 

En la teoría de perturbaciones de primer orden estos diagramas son de dos 
clases: 


(a) 1 (b) 107 (85.6) 
G 


con todos los posibles a y b. Los de la forma (85.6a) proceden de contracciones de 
operadores y tomadas en el mismo punto del espacio. Estos diagramas corresponden 
a la interacción de Coulomb directa de las partículas a y b distribuidas uniforme- 
mente en el espacio; sus contribuciones se anulan por compensación al sumar 
respecto a todos los pares a, b porque el plasma es eléctricamente neutro. Aparecen 
los diagramas de la forma (85.6b) a partir de las contracciones de los operadores 


+ En el resto de esta sección pondremos ĀÄ = 1, c = 1 y e (> 0) designará la carga unidad. 
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y con argumentos diferentes y corresponden a la interacción de intercambio de las 
partículas de un solo tipo a. El cálculo de este diagrama conduce al resultado ya 


obtenido en la Parte 1, $ 80. 
En el orden siguiente, aparecen diagramas de las siguientes clases: 


T4 LO TO i P (85.7) 


(a) (b) (c) (d) (e) 


Los diagramas (85.7a, b) son correcciones a (85.6a) y por la misma razón se anu- 
lan al sumar respecto a todo a, b. c. Los diagramas (85.7c, d) son pequeñas correc- 
ciones a la energía de interacción de intercambio y, por ello, carecen de interés 
ahora. 

El diagrama (85.7e) es «grande de modo anómalo» debido a que la integral 
correspondiente diverge. Esta divergencia se produce debido a que son iguales los 
impulsos q de las dos líneas a trazos del diagrama (como es evidente a partir de la 
conservación del impulso en los vértices). De aquí que el diagrama contenga la 
integral f d*g/q*, que diverge como 1/g cuando q es pequeño. 

En las aproximaciones siguientes aparecerán (lo mismo que en los diagramas 
de corrección) nuevos diagramas «anillos» con una divergencia incluso aún más 
intensa. Por ejemplo, el diagrama de tercer orden 


PS Oo Ss 
b C à 
b I. 


con tres líneas a trazos que poseen el mismo impulso q contiene la integral f g *d*g 
que diverge como q”*. En general, el diagrama en anillo de orden n, formado por n 
lazos continuos unidos por n líneas a trazos, diverge como q”23), 

La suma de la secuencia infinita de diagramas anillo conduce, como veremos, 
a un corte efectivo de las divergencias a valores de q del orden de magnitud de e; 
de aquí que todos estos diagramas juntos dan una contribución a <V> que es del 
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orden de magnitud de (e?)”/e2?73 = @. Se representa gráficamente esta contribución 
mediante la suma (sobre los diversos tipos de partículas) de los diagramas esqueleto 


Eo (85.8) 


2, 


Q 


en donde la línea de trazos gruesa representa la suma del conjunto infinito de dia- 
gramas lineales 


a b 
O --- (85.9) 
A, byose Q D 


con diversos números de bucles continuos. 

Mientras que la línea a trazos delgada representa el potencial 4 del campo de 
Coulomb de una carga aislada, la gruesa representa el potencial (que designaremos 
por 9) del campo perturbado por la polarización del plasma que le rodea. Por 
consiguiente, la contribución total da la parte requerida de la correlación de la 
energía de interacción media del plasma. 

Utilicemos la notación — P(£,, q)/4x para la suma de bucles continuos sen- 
cillos de todos los tipos de partículas y designaremos gráficamente esta magnitud 
mediante un círculo en blanco: 


== 30 >= O (85.10) 


El argumento C, de esta función toma valores «pares» E, = 2sxT, cualquiera que 
sea la estadística obedecida por las partículas a: según la ley de conservación de las 
frecuencias en el vértice, este argumento es igual a la diferencia de las frecuencias 
de las dos líneas continuas, que es «par» tanto para los términos «pares» como 
para los «impares». 

Con la notación (85.10), se representa la suma (85.8) mediante un diagrama 
esqueleto 


ÁS ER r | (85.11) 


a (85.12) 
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que es exactamente análoga a (14.4) y (79.13). En forma analítica, esta ecuación es 


a 


-otd =- 9-0) LEL e, 9, 


de aquí que 


4n 
Pln a) = AE 


Es interesante considerar estas fórmulas desde un punto de vista ligeramente 
diferente, con objeto de establecer la conexión con los diagramas de § 79. Puede 
considerarse la interacción de Coulomb entre cargas como el resultado del inter- 
cambio de fotones virtuales. Sin embargo, ahora es más conveniente utilizar no 
la transformación (75.1) sino la correspondiente a Coulomb (ver TCR, §77) en 
la que — Dw es el componente de Fourier del potencial de Coulomb. La parte 
espacial D;, de esta transformación describe el retardo y la interacción magnética 
que puede despreciarse en un plasma no relativista. Por tanto, podemos suponer 
que las líneas a trazos en (85.11) corresponden al Yp) de Matsubara y que la fun- 
ción 4 es precisamente el componente Pw del operador de polarización. De acuerdo 
con (79.18) podemos escribir, por tanto, 


(85.13) 


Ds a) =-—qenil2s!, a)— 1]; 


es fácil ver que la permitividad longitudinal €; aparece en (79.18) cuando existe 
dispersión espacial. Sustituyendo esta expresión en (85.13), se tiene 


4r 


o 85.14 
geli lës a) ” ii 


D(Es, q) m= 


es decir el componente de Fourier del potencial de una carga unidad del medio, 
como debería ser. 

Desarrollando el diagrama (85.11) mediante las reglas generales de la técnica 
de Matsubara, encontramos 


Oj Y | Eg DA O E 


(47) 
a Dit) de 
e El PRD Dl Par Ses 


Veremos posteriormente que el término con s = 0 es el más importante de la suma 
y que la integral correspondiente viene regida por la región de q pequeño. De aquí 


420 Fluctuaciones electromagnéticas 


que, al calcular (85.15), sea en la práctica suficiente conocer el valor límite de 4(0, q) 
cuando q > 0. Se determina fácilmente este valor a partir de consideraciones físicas 
sencillas sin necesidad de ningún cálculo directo de los diagramas (85.10). 

Cuando ¢, = 0, la función D(0, q) es la transformada de Fourier del poten- 
cial (r) del campo electrostático de una carga unidad en el plasma. El potencial 
p(r) sin perturbar satisface la ecuación de Poisson con una función delta en el se- 
gundo miembro: 44 = — 4xó(r). La ecuación correspondiente al potencial ® 
perturbado por la polarización del plasma se encuentra añadiendo en el segundo 
miembro la variación do de la densidad de carga en el plasma causada por el propio 
campo: 


AD =-—4a[6(r)+ ôo]. (85.16) 


Por otra parte, cuando q > 0 tenemos un campo que varía sólo lentamente a tra- 
vés del volumen del plasma. En dicho campo la condición de equilibrio termodiná- 
mico se escribe en la forma: 


a+ ezaD = constante = u®, (85.17) 


en donde x, es el potencial químico de las partículas del tipo a y u% su valor en 
ausencia del campo. A partir de esta condición encontramos para la variación 
de la densidad de partículas n, 


JA = (Oua/Ona)r, v ÔNa = —ez¿D 


y de aquí para la variación de la densidad de carga 
d0 = Y ez¿Ón, = — Y (ez (ðNna/ð a)r, y D. 


Sustituyendo esta expresión en (85.16), obtenemos la ecuación 
AD—xP = —4rô(r), (85.18) 
con 


x2 = 4ne? Y z2(Ona/Opa)r, v- (85.19) 


Se ve en (85.18) que 1/x es el radio de Debye del apantallamiento del campo en el 
plasma (cf. Parte 1, $ 78). Finalmente, tomando el componente de Fourier de cada 
miembro de (85.18), se tiene 


D(q) = 41/(q?+23), 
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y comparando esta expresión con (85.13) se tiene 
IPO, Dla 0 = — x. (85.20) 


Integrando a continuación con este valor de 4%, tenemos 


VT: 4ng? di VTx3 
Vio = | q a 


==" (85.21) 


En primer lugar, observemos que la integral converge en el límite inferior y que el 
intervalo de integración más importante es q ~x. En el caso del componente iónico 
no degenerado del plasma, 0n,/9u, = n/T; en el caso de los electrones, 0n,/04, ~ 
=n.)u,. Se ve fácilmente que, a partir de las condiciones (85.2), x < n! y así 
q < n’, es decir, 1/q es grande en comparación con las distancias entre las particu- 
las. Esto justifica el empleo de la condición de equilibrio (85.17). Para justificar el 
que se desprecien todos los términos de la suma de (85.15) excepto aquél en el que 
s= 0, señalemos que según (85.14) se describe la polarización del plasma a fre- 
cuencias no nulas mediante la permitividad sw, q). De acuerdo con la fórmula 
asintótica conocida para frecuencias elevadas, e(w) = 1 — 47n,e?/m,w* y, por 
tanto, 


ei |s|) = 1 +41n,e?/m.0?; 


ver EMC, § 59. A partir de las condiciones (85.1), (85.2), todas las frecuencias no 
nulas ¢, = 2sxT > (n,e*/m,)? y para ellas podemos considerar «(i|£,|)= 1, es 
decir, el plasma no está polarizado y 4 es pequeño. 

La fórmula (85.21) se expresa en función de las variables termodinámicas T, 
V y .,. De aquí que el potencial termodinámico Q del plasma pueda hallarse direc- 
tamente integrando la -ecuación 


(0Q/0r, v, u = (Pr; (85.22) 


ver Parte 1, (80.4). El resultado para la parte de correlaciones de (2 es (en unidades 
ordinarias) 


VT 2y aV Te z [ Oña 3/2 
EA pl A AA 85.23 
Qor 127 3 z Za En ) y, | ( ) 
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(A. A. Vedenov 1959). De acuerdo con el teorema general de los incrementos pe- 
queños, la misma fórmula expresada en función de otras variables termodinámicas 
da la corrección que hay que hacer a los demás potenciales termodinámicos. 

En el caso de un plasma no degenerado, todas las derivadas 0n,/0u4, = na] T 
y (85.23) se reduce entonces a 


AN a 
Fco =- 7 (Xz) (85.24) 


para la correción a la energía libre, igual que en la Parte 1 (78.12). 

Por la fuerte degeneración de los electrones en un plasma (T < p,), la derivada 
ón.J0u4, —n,[u, < n/T. En la suma respecto a a en (85.23) podemos despreciar 
el término electrónico y volver a (85.24) con la diferencia de que la suma se realiza 
solamente respecto a las diversas clases de iones del plasma. Así pues, con intensa 
degeneración los electrones carecen de influencia sobre la longitud de apantalla- 
miento o sobre la parte de correlaciones de las magnitudes termodinámicas del 
plasma. 


CAPITULO IX 


FLUCTUACIONES HIDRODINÁMICAS 


$86. Factor de forma dinámico de un líquido 


La función de correlación de las fluctuaciones de densidad, estudiada en la 
Parte 1, $116, es un caso particular de una función más general que relaciona las 
fluctuaciones no sólo en diferentes puntos del espacio sino también en instantes 
distintos. En la teoría clásica, se define esta función como el valor medio 


no(t; ri, r2) = (Ón(t1, rı) ôn(t2, r2)), (86.1) 


en donde t = t; — ty; se saca fuera de la definición de o el factor n = N/V, densi- 
dad numérica media de partículas. En el caso de un medio homogéneo e isótropo 
(un líquido o un gas) la función (86.1) depende de r, y r, únicamente a través de la 
distancia r = | r, — r, | entre los dos puntos y así se admitirá en adelante. 

En la teoría cuántica, se define la función correspondiente mediante el producto 
simetrizado de los operadores de densidad (de Heisenberg) dependientes del tiempo 
como 


īñČ(t, r) = + (Óñ(t1, rı) dñ(ta, r2)+ óñ(ta, r2) dA(t1, ri)», (86.2) 


de acuerdo con la definición general, como en la Parte 1, (118.4). Sin embargo, 
existen ciertas ventajas en el caso presente si se utiliza la definición asimétrica 


no(t, r) = (Oñ(t1, rı) Óñ(ta, r2)) (86.3) 


para la cual retendremos la notación c(t, r).j A diferencia de g(t, r), o(t, r) no es 
una función par de f; es evidente que 


õ(t, r) = Ho(t, 1) +0(—+t, r)]. (86.4) 


t Esta función es la que resulta de una magnitud observable directamente, por ejemplo, en la disper- 
sión inelástica de neutrones en un líquido (ver problema). 
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La transformada de Fourier de la función o(t, r) respecto al tiempo y a las coor- 
denadas, 


o(0,k)=0(0,) = | f eloreog(r r) de dx (86.5) 


se denomina el factor de forma dinámico del medio. Como c(t, r) es isótropa, el 
factor de forma depende únicamente del valor del vector de onda. Se deduce de 
(86.4) que la transformada de Fourier de Gl, r) es 


(w, k) EF, 3 [o(co, k)+o0(—0, k)1. (86.6) 


Mediante (86.1) se determina la correlación puramente espacial de las fluctua- 
ciones de densidad de los líquidos haciendo t = 0: a(r) = o(t = 0, r) = (t = 0, r). 
Esta función está relacionada con v(r) definida en la Parte 1 ($ 116) y ya utilizada 
en $83 a través de la expresión o(r) = v(r) + ô(r); las transformadas de Fourier 
son de tal forma que c(k) = v(k) + 1. La función o(k) o v(k) se denomina factor 
de forma estático del liquido. Las funciones o(w, k) y o(k) están relacionadas me- 
diante la fórmula integral 


o(k) = | | olw, k) e iot z| = f olw, k) 2 ; (86.7) 
t=0 


— 00 — 00 


El operador de densidad (independiente del tiempo) de Schrödinger viene dado 
por la suma 


(r) = Y ô(r—Ta), (86.8) 


extendida a todas las partículas del medio; las coordenadas r, de las particulas 
actúan como parámetros; cf. (24.4). Necesitaremos los componentes del desarrollo 
de Fourier de este operador respecto a las coordenadas: 


Âk = f AM ek" dix 
= y eT Eta, (86.9) 


Se realiza el paso al operador dependiente del tiempo (Heisenberg) mediante la 
regla general 


â(t, r) = exp (iAt/kK) A(r) exp (—¡B1/h), (86.10) 
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siendo Á el hamiltoniano del sistema. Este operador puede representarse mediante 
las expresiones (86.8) y (86.9) sustituyendo r, por fdt), que es el operador de Hei- 
senberg de las coordenadas de las partículas. 

De acuerdo con los principios básicos de la física estadística, la operación de 
promediar <...>» puede interpretarse de diversas maneras, de acuerdo con las va- 
riables termodinámicas con que se desee expresar el resultado. Por ejemplo, si se 
define la función o para una energía total y un número de partículas del sistema 
dados, el promedio se realiza respecto a un estado estacionario definido (estado m), 
es decir, a partir del elemento diagonal de la matriz apropiado. En el caso de un 
sistema homogéneo (un líquido), la dependencia existente entre los elementos de 
matriz del operador dñ(t, r) y el tiempo y las coordenadas viene dada por 


(m| òñ(t, x)11) = (m]8A(0)11) exp [i(On—Km.Dl, (86.11) 


expresión que es exactamente análoga a (8.4); el segundo miembro contiene el 
elemento de matriz del operador de Schrödinger (r) tomado en r = 0. Utilizando 
esta fórmula, podemos escribir 


no(t, r) = Y (m| ÓR(t1, r1) 11) (1| 0R(t2, r2) |m 


l 


= y ¡(| ôñ(0) |/)1?exp [¿(o mit —K y 11)]. 
T 
La transformada de Fourier de esta función es 


no(o, k) = (2) Y |(m| SA(0)1 1) |? ôo — orm) S(K—Ky). (86.12) 
l 


En estas fórmulas la suma se realiza sobre todos los estados del sistema con un 
número dado de partículas N,,, puesto que el operador dA no afecta a este número. 

Sin embargo, si deseamos expresar el factor de forma en función de la tempe- 
ratura y del potencial químico del líquido, la expresión (86.12) debe promediarse 
también respecto a la distribución de Gibbs: 


_ Q— m m 
ño(c, k) = (270) 2 exp E) Km] 8A(0)| 1) [20(c0 —co1m) Òk — kim); 
(86.13) 


en cada término de la suma N, = N,,. Con una fórmula semejante para o(— œw, —k)= 
= 0(— w, k), intercambiando los subíndices de suma / y m y poniendo en el factor 
exponencial E, = Em + ñ0im = Em + hw (debido a la función delta), se tiene 


o(—0, k) = 0(0, k) e=to/T (86.14) 
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y luego, según (86.6), 


do, k) = 7(1+e7%97) g(c0, k). (86.15) 


Se deduce de (86.13) u (86.12) que o(%w, k) > O para todos los valores de los ar- 
gumentos. A partir de (86.14) tenemos a temperatura cero 


o(w0,k)=0 para p9<0, T=0. (86.16) 


En el límite macroscópico (N y V > œ para un cociente fijo N/V) la «empali- 
zada» de funciones delta de (86.13) se suaviza pasando a ser una función continua, 
pero los picos de las funciones delta en o(w, k) siguen persistiendo para los valores 
w = w(k) que corresponden a excitaciones elementales sin decaimiento, como se 
deduce mediante razonamientos semejantes a los dados en $ 8. No obstante, estos 
picos aparecen únicamente en el caso de excitaciones sin variación en el número de 
partículas. t 

Veremos a continuación cómo puede relacionarse el factor de forma de un lí- 
quido con las magnitudes que aparecen en la formulación general del teorema de 
fluctuación-disipación (D. Pines y P. Noziéres 1958). 

Supongamos que cada partícula del líquido está sometida a un campo externo 
que le da una energía potencial U(t, r). Entonces el operador de perturbación que 
actúa sobre la totalidad del líquido es 


PO = | AC, r) U(t, r) Ax. (86.17) 
Realizando un desarrollo de Fourier respecto al tiempo de todas las magnitudes 


que se ven en esta expresión, podemos representar la respuesta del sistema, es decir 
el valor medio de la variación de la densidad producida por la perturbación, como 


óñ(oo, r1) = — f a(o, r1 r21) U(oo, r2) dixo, (86.18) 


en donde la función a(cw, r) se comporta como una susceptibilidad generalizada. 
El componente de Fourier temporal de la función de correlación o(t, r) es, en la 
notación del teorema de fluctuación-disipación, 


ñó(o, r) = (Ón(r1) Ón(r2))., r = r1—ro2. 


t Por ejemplo, en un líquido de Fermi o(%w, k) tiene una singularidad en función delta para œw = ku, 
(siendo u, la velocidad del sonido cero) pero no posee aquellas singularidades que corresponden a la rama 
de fermiones del espectro: ver $91. 
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De acuerdo con dicho teorema, esta función se expresa en función de la susceptibili- 
dad generalizada por 


ñó(c, r) = hi coth (ňw/2T) im a(o, r). (86.19) 


Una fórmula semejante da el componente de Fourier de las coordenadas õ(w, k) 
en función de a(w, k) y entonces a partir de (36.15) se encuentra el factor de forma 
dinámico 


2} i 
no (%, k) = Ie tot 1m x(w, k). (86.20) 


La importancia de estas fórmulas se debe principalmente al hecho de que esta- 
blecen una relación entre el factor de forma dinámico y una función con propie- 
dades analíticas generales conocidas (respecto a la variable w); por lo que se refiere 
a la función a(w, k) estas propiedades se describen en la Parte 1, $ 123. También 
nos permiten el empleo, al calcular el factor de forma, de la fórmula general [cf. 
(75.11)] 


alw, k) = z | | ellor=K:0) (A(L, r) A(O, 0) —A(O, 0) A(t, Y)) dt dix. (86.21) 
0 


Expresando los operadores de densidad en función de los operadores y (n =YW+Y”), 
podemos escribir esta expresión como una función de Green de dos partículas, 
que puede calcularse mediante la técnica diagramática. 


PROBLEMA 


Expresar en función del factor de forma dinámico la probabilidad de la dispersión inelástica 
de neutrones lentos en un líquido compuesto por átomos idénticos (G. Placzek 1952). 


SOLUCIÓN. De acuerdo con el método del pseudopotencial (ver MC, $ 151), puede describirse 
la dispersión de neutrones lentos como el resultado de la interacción con una energía potencial 


U(r) = (2x*/M) añ(r), (1) 


en donde Á(r) es el operador de densidad (86.8), M es la masa reducida del átomo y del neutrón 
y a es la longitud de dispersión de los neutrones lentos por un solo átomo, es decir, el límite de la 
amplitud de dispersión con signo menos. La probabilidad de transición desde un estado inicial ¡ 
del sistema líquido + neutrón hasta un estado final f en un intervalo dv, es 


rf 2 
dwy = a f U(t) ae ds; (2 
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ver MC, (40.5). En el caso de elementos de matriz no diagonales Uf, en (1), puede escribirse df 
en lugar de Á. La función de onda del estado inicial del neutrón (con impulso p y energía e) está 
normalizada a una partícula en el volumen V y la del estado final (impulso p'y energía e”) mediante 
la función delta de p/2. Entonces dv = d*p*/(QxhY y el elemento de matriz de la perturbación es 


2nh?a 


Uz(t) = M/V 


f ôn;(t, r) eikr—o d3 y, 


en donde Ak = p — p’, hw = e — g y ônp(t, r) es el elemento de matriz respecto a las funciones 
de onda del líquido. Sustituyamos esta expresión en dws; y sumemos la probabilidad de transición 
respecto a todos los estados finales posibles del líquido. El módulo al cuadrado de la integral se 
escribe como una integral doble (respecto a didt"d*xd*x”) y mos aprovechamos de que 


Y, Ongkt, 1) Ónylt”, r)* = 2 One”, r°) Ónslt, Y) 
7 
= (il 0A(t”, r) ÓA(t, r) 15) 


= ño(t'—t,r'—r); 
o se expresa como una función de la energía total del líquido en el estado i. La integración respecto 
a d(t'— dx" — x) da olw, k) y una integración posterior (por ejemplo, respecto a dt d*x) da el 
volumen Y y el intervalo total t, precisamente. Omitiendo el factor £, obtenemos para la probabilidad 
de dispersión por unidad de tiempo 


Cai dl 


Esta expresión sigue siendo válida, como es natural, después de promediarla respecto a la distri- 
bución de Gibbs, es decir, cuando el factor de forma se expresa en función de la temperatura. 

La propiedad (86.16) del factor de forma, cuando se aplica a la dispersión de neutrones, expresa 
el hecho de que a T = 0 el líquido sólo puede ganar energía y no perderla. La relación (86.14) 
expresa el principio de balance detallado, puesto que los procesos de dispersión con transferencias 
de energía e impulso (w, k) y (— w, — k) son inversos entre sí. 


$87. Reglas de la suma para los factores de forma 


El factor de forma dinámico satisface ciertas relaciones integrales (respecto a las 
frecuencias œw) denominadas reglas de la suma. 

La deducción de una de ellas se basa en las reglas de conmutación entre los 
operadores Ĥ,(t) y At). El conmutador de los operadores de Heisenberg tomados 
en el mismo instante es igual al de los operadores de Schrödinger A, y Â, El opera- 
dor ñ,está determinado por (86.9) y el conmutador buscado es 


Mñt—hñiñ, = —(ih/m) kN, (87.1) 
siendo m la masa de una partícula del líquido.t 


+ El cálculo de este conmutador es el mismo que el cálculo que se siguió en MC, § 149, para de- 
ducir la regla de la suma (149.5); se sustituye aquí el número de electrones Z por el número total de 
partículas del líquido N. 
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Empecemos con la. expresión correspondiente al componente del desarrollo 
de Fourier de la función c(t, r) respecto a las coordenadas únicamente: 


ño(t, k) = | e kR=X0A(t1, r1) SA(2, r2)) (1 — x2). 


Como el integrando sólo depende de r, — r,, sustituyamos la integración respecto 
a d3(x, — xz) por otra respecto a d3x,d*x,/V; llevando a cabo esta integración dentro 
del promedio, obtenemos 


o(t, k) = (1/0) (8R1Lt1) ñ 1Lt2). (87.2) 


Calculemos la derivada 00(t, k)/0t en t = 0. Como o(t, k) depende únicamente 
de la diferencia t = tf, — ta, 


Do(t, k) _ 1 (00 00 
ôt => (o n) 


y, después de la sustitución de (87.2), 


Oo(t, k)/01 = (1/2N) (Oñkt1) Sñ-1kt2) — Ört) Öh -x(t2))- 


Cada uno de los dos términos indicados aquí dependen únicamente del valor ab- 
soluto del vector k y, por consiguiente podemos sustituir k por — k en el segundo 
término. Entonces poniendo 1, = tą y observando que Á_, = Áf, se ve que la di- 
ferencia entre corchetes angulares es igual al conmutador (87.1). De aquí que 


[Oo(t, k)/ðtl-0 = —(ih/2m)ke. 


Por otra parte, expresando o(t, k) como una integral de Fourier respecto a las fre- 
cuencias, tenemos 


oo 


[ðo(t, k)/ðt]-0 = E | e—iotala, k) 5 Se | vo(o, k) T. 
t=0 


—oo —o00 


La comparación entre las dos expresiones correspondientes a la derivada nos da la 
relación buscada 


hk? 


> (87.3) 


j wo(cw, k) 2- 
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(G. Placzek 1952). Debe resaltarse que esta expresión resulta válida para todo 
valor de k. Cuando se toma el límite clásico (A > 0) de esta expresión, debe escri- 
birse la integral del primer miembro como 


co 


f olo(o, k)-o(—0, K) 


0 
y debemos poner, de acuerdo con (86.14), 
a(w, k)—o(—o, k) ~ (fhiw/T) o(o, k). 


Entonces se elimina el factor h en cada miembro, quedando 


f wo(w, DE = Tk?*/2m. 
0 


Podemos aplicar la fórmula (87.3) a un líquido de Bose a T = 0 y considerar 
el intervalo de valores pequeños de k. Cuando k > 0, la contribución principal 
a la integral procede del pico de la función delta del factor de forma o(w, k), que 
aparece en (86.13) debido a las transiciones que crean un fonón; como en el estado 
fundamental del líquido no existen fonones, tampoco existen transiciones que ani- 
quilen un fonón a T = 0. Este término tiene la forma A9(w — uk), en donde huk 
es la energía del fonón (u es la velocidad del sonido). Sustituyéndolo en lugar de 
a(w, k) en (87.3), encontramos el valor del coeficiente A con el resultado 


o(w, k) = (aħk/mu) ó(w0—uk). (87.4) 


La integración de esta expresión de acuerdo con la fórmula (86.7) da el factor 
de forma estático 


o(k) = hik/2mu (87.5) 


(R. P. Feynman 1954). Como esta fórmula está relacionada con el margen de 
valores pequeños de k, su transformada de Fourier da la expresión asintótica para 
la función de correlación a r grande: 


v(r) = —h/2x?*mur*; (87.6) 


+ La fórmula (87.5), escrita en la forma o(k) = h*k*/2me(k), en donde e(k) es la energía de la cuasi- 
partícula, es estrictamente válida únicamente cuando k — 0. Cuando k aumenta, existen contribuciones 
de importancia creciente a o(k) a partir de transiciones que crean diversas cuasipartículas. Si, no obstante, 
se desprecia esta contribución podemos suponer que la fórmula da la relación entre el factor de forma 
y la energía de las cuasipartículas en un líquido de Bose. El máximo de o a k ~ 1/a (en donde a es la dis- 
tancia interatómica del líquido) corresponde al mínimo de los «rotones» en la curva de (k). 
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esta expresión puede comprobarse mediante la integral dada en la última nota a 
$83. A T=0, la fórmula (87.6) es válida a distancias arbitrariamente grandes. 
A temperaturas bajas pero finitas, es válida hasta distancias r ~ hu/T, en donde 
las fluctuaciones cesan de ser puramente cuánticas. A distancias todavía mayores, 
la fórmula (87.6) se sustituye por una disminución exponencial (si se desprecia la 
contribución de las fuerzas de van der Waals; ver $ 83).j 

Puede obtenerse otra regla de la suma a partir de la relación establecida en $ 86 
entre el factor de forma y una susceptibilidad generalizada a(w, k). Esta relación 
se da en (86.20), que para T = 0 (y œ > 0) se convierte en 


ño(w, k) = 2h im a(o, k). (87.7) 


De acuerdo con las fórmulas de Kramers-Kronig [ver Parte 1, (123.15)], 


Poniendo aquí w = 0 y observando que a(0, k) es real, + se tiene 
ee mato ye (87.8) 
IY) = alo > 7 2n 
0 


En el límite k > 0 


a(0, k > 0) = (0ñ/Op)r=o 

= n(0n/0P)r= 0- (87.9) 
En efecto, en un campo débil estático U que varía lentamente en el espacio, la condi- 
dición de equilibrio es u + U = constante, de modo que la aplicación del campo 
externo es equivalente a variar el potencial químico en — U. En el límite k > 0, por 
consiguiente, tenemos según (86.18). 

óñ = — (0/0) U 
— U | æ(0, rı—T2) d? (x1— x2) 
= — Ux(0, k= 0), 

de donde se deduce (87.9). 


e 


t La función de correlación (87.6) es negativa (lo que corresponde a la repulsión entre partículas), 
a diferencia de lo que ocurre en un gas ideal de Bose, que es positiva (ver Parte 1, $ 117). En conexión 
con esto puede recordarse ($ 25) que en el gas de Bose ligeramente no ideal el espectro de energía única- 
mente tiene la forma de fonones a k < mujh (con h/mu > a). Las distancias correspondientes r ~ 1/k > 
> h[mu, de modo que en la transición a un gas ideal (u > 0) el margen de aplicabilidad de (87.6) se des- 
plaza hacia el infinito. 

1 La magnitud a(w = 0, r) es real debido a las propiedades generales de la susceptibilidad genera- 
lizada. Entonces la componente de Fourier «(w = 0, k) es real porque a(w, r) es una función par de r. 
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Así pues, combinando las fórmulas (87.7)-(87.9), encontramos la siguiente regla 
de la suma para el factor de forma de un líquido a T = 0; 


ır do  óñ 
- | oo, k > 0) 2 = 2 (87.10) 
0 


(D. Pines y P. Noziéres 1958). 


PROBLEMAS 


PROBLEMA 1. Hallar la función de correlación v(r) en un líquido de Bose a distancias r Z hu/T 
y temperaturas T< Tj. 

SOLUCIÓN. Se determina la función de correlación buscada mediante el factor de forma para 
k—1/r 2 T/hu< 1/a, en cuyo intervalo el líquido tiene un espectro de energía de fonones. 
Cuando T Æ 0, o(w, k) contiene un término en ô(w + ku) correspondiente a la absorción de fono- 
nes, lo mismo que otro en ô(w — ku) correspondiente a la emisión de fonones. Pueden hallarse 
los coeficientes de estos términos a partir de (86.14) y (87.3): 


o(w, k) = == [1 — e ñk TI- (0— ku) + e-h? Sw + ku). (1) 


Integrando esta expresión tenemos 


o(k) = kaa coth ku (2) 
y de aquí 
d?k 
(27)? 


oo 


l 


v(r) = f etk.rg(k) 


h ñku 
= — ¿kr ],2 
Sat imur f e*rk? coth 2T dk. 


— 00 


Completando el contorno de integración respecto a k mediante una semicircunferencia infinita 
en el semiplano complejo de k complejo, reducimos la integral a una suma de residuos en los polos 
(que caen sobre el eje imaginario). Para valores de r > ñiu/T, la contribución principal a la integral 
procede del residuo en el polo Aku/2T = in: 
21 T* 21 Tr 
v(r) O (E) . (3) 


Con la condición aT/hu< 1, la longitud de decaimiento característica para la función v(r) 
es mucho mayor que las distancias interatómicas sobre las que se realiza el decaimiento y que se 
deben a la interacción directa entre átomos. En la fórmula (3) interviene h de' modo esencial y la 
correlación descrita por esta fórmula es, por tanto, un efecto cuántico. En su deducción se ha des- 
preciado la contribución debida a las fuerzas de van der Waals. Se deduce a partir de los resul- 
tados de $ 83 que esta contribución sigue una ley potencial y predomina a distancias suficientemente 
grandes. Las distancias a las que se sustituye (3) por (83.16) dependen de la relación específica entre 
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los coeficientes, pero a temperaturas suficientemente bajas siempre existe un intervalo en que es 
aplicable la fórmula (3), puesto que en el límite de este intervalo con r ~ fu/T, de acuerdo con (3) 
y oc Tt y de acuerdo con (83.16) y œ T”. 


PROBLEMA 2. Hallar la forma límite (a distancias grandes) de la función de correlación para 
las fluctuaciones de la función de onda del condensado en un superfiuido de Bose (P. C. Hohenberg 
y P. C. Martin 1965). 


SoLUCIÓN. En el límite de ondas largas, las fluctuaciones más intensas son las de la función 
de onda del condensado D, puesto que en ella interviene únicamente la energía relativamente pe- 
queña del movimiento superfluido macroscópico. La contribución correspondiente al potencial 
termodinámico total Q del líquido (en un volumen V con T y u dados) es 


60 = [om dis 


e 


te f (VOF dV. 


Expresando ô® como una serie de Fourier 


0D = y ÔD, etkr, 00D_,=00É , 
k 


obtenemos 
p2 


is 2m? 


OV Y k? 150,1 
k 


y de aquí las fluctuaciones cuadráticas medias 
(100,1?) = Tm?/Vño,k?; (4) 


los cálculos son totalmente análogos a los desarrollados en la Parte 1, $ 146. La contribución de 
estas fluctuaciones a la función de correlación 


G(r) = (820) SEE 
G(r) ~ nDO) ¿D(r)) Tnm? Anhor. 


Así pues G(r) disminuye según una ley de potencias a distancias grandes. La contribución pro- 
cedente de fluctuaciones en la densidad del condensado n, disminuye exponencialmente allí. Las 
dos contribuciones son comparables a r ~ re; a distancias r < re, siguen conjuntamente (a tempera- 
turas cercanas al punto 4) la ley 


G(r) œ r-4+D, (6) 


en donde ¢ es el índice crítico apropiado. Puede definirse el radio de correlación re como la distancia 
a la cual se sustituye la forma asintótica (5) por (6): 


E oa es no- 


434 Fluctuaciones hidrodinámicas 


Con los índices críticos f y v, que describen la dependencia de n, y recon la temperatura de acuerdo 
con (28.1) y (28.3), se encuentra que 


Qs OC (T¿— Té, 


Con las relaciones conocidas existentes entre los índices críticos a, f, v, È (ver Parte 1, 88148, 149), 
podemos ver fácilmente que este resultado concuerda con (28.4). 


$88. Fluctuaciones hidrodinámicas 


En las secciones precedentes, hemos considerado las fluctuaciones de densidad 
en un líquido para frecuencias œ y vectores de onda k cualesquiera. Como es na- 
tural en este caso no podia hallarse la forma general de la función de correlación. 
Sin embargo, esto puede hacerse en el límite hidrodinámico, en donde es grande 
la longitud de onda de las fluctuaciones en comparación con las dimensiones micros- 
cópicas características (distancias interatómicas en un líquido, recorrido libre me- 
dio en un gas). 

El cálculo de las funciones de correlación instantáneas de la densidad, tempe- 
ratura, velocidad, etc., de un líquido en reposo no exige ningún estudio especial: 
estas fluctuaciones (en el límite clásico o no cuántico) se describen mediante las 
fórmulas termodinámicas usuales, que son válidas para cualquier medio en equili- 
brio termodinámico. Las correlaciones entre fluctuaciones en el mismo instante 
en puntos diferentes del espacio se propagan a distancias del orden de las distancias 
interatómicas (despreciamos aquí las fuerzas de van der Waals de largo alcance, 
pero débiles). Pero, en hidrodinámica, estas distancias se consideran como infinite- 
simales. Por tanto, en el límite hidrodinámico las fluctuaciones en el mismo ins- 
tante en puntos diferentes están sin correlacionar. Esta afirmación se deduce for- 
malmente de la aditividad de una magnitud termodinámica, el trabajo mínimo 
Rmin Necesario para producir la fluctuación. Como la probabilidad de la fluctuación 
es proporcional a exp (— Rmin/7), representando Rmin en forma de una suma de 
términos que pertenecen a diversos volúmenes físicamente infinitesimales vemos 
que las probabilidades de las fluctuaciones en estos volúmenes son independientes 
unas de otras. 

Utilizando esta independencia, podemos volver a escribir inmediatamente las 
fórmulas conocidas (ver Parte 1, $112) para las fluctuaciones de las magnitudes 
termodinámicas en un punto dado del espacio como fórmulas para las funciones 
de correlación. Por ejemplo, a partir de la fórmula <(9T)% = T?2/oc,V para las 
fluctuaciones de temperatura en el volumen V (en donde o es la densidad y c, el 
calor específico por unidad de masa del medio) escribimos en primer lugar 


(ôT(r a) ôT (r6)) = (7?/ 0c.V a) dab» 


Fluctuaciones hidrodinámicas 435 


en donde las fluctuaciones se relacionan con los dos volúmenes pequeños V, y V». 
Entonces cuando los volúmenes tienden a cero, obtenemost 


(ÔT (C1) ÒT (r) = (T?/0c,) ôfr1— r3). (88.1) 


Análogamente, tenemos las siguientes fórmulas para las fluctuaciones de las demás 
magnitudes termodinámicas: 


(Op(r1) ĉo(r2)) = oT(00/0P)r ó(r,—r»), (88.2) 
(ôP (rı) ôP (r2) = oT (ðP / 00)s ó(r 1—Tr9) 

= oTu?d(ri —r»), (88.3) 

(Os(r1) ós(r2)) = (cp/0) Ô(r1— rə), (88.4) 


siendo P la presión y s la entropía por unidad de masa del medio; las fluctuaciones 
de las parejas o, T y P, s son independientes. También podemos escribir una fórmula 


para las fluctuaciones de la velocidad macroscópica v del líquido (que es cero en el 
equilibrio): 


(Ovkr1) vrhr) = (7/0) 9: Ó(r—r2). (88.5) 


Un problema que es específico de la hidrodinámica es el de las correlaciones 
temporales de las fluctuaciones, como es el caso de las fluctuaciones en un líquido 
móvil. La solución de estos problemas requiere la consideración de procesos disi- 
pativos (viscosidad y conducción térmica) en el líquido. 

La construcción de una teoría general de los fenómenos de fluctuación en hidro- 
dinámica exige establecer las «ecuaciones de movimiento» correspondientes a las 
magnitudes fluctuantes. Esto puede realizarse sumando los términos apropiados 
a las ecuaciones hidrodinámicas (L. D. Landau y E. M. Lifshitz 1957). 

Las ecuaciones de la hidrodinámica, escritas en la forma 


00/0t+div (ov) = 0, (88.6) 
00; 00; OP oik 
i pd a 88.7 
Og ek a D Da (ea 
Os 1 , /00; 0% . 
ki = uo popa 88.8 
oT ( ər +v.vs) z lik ( REA + 2) div q, (88.8) 


tł Estas fórmulas y las siguientes correspondientes a las correlaciones de un solo instante en los gases 
son válidas para fluctuaciones con longitudes de onda largas únicamente en comparación con las dis- 
tancias intermoleculares pero no necesariamente con el recorrido libre medio. Sin embargo, esta última 
condición es requerida para las funciones de correlación en tiempos diferentes en la aproximación hidro- 
dinámica (puesto que el mecanismo microscópico de propagación de las perturbaciones en los gases está 
determinado por el recorrido libre medio de las partículas). 
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sin ninguna forma específica del tensor de tensiones o;, y del vector de flujo térmico 
q, expresan simplemente la conservación de la masa, del impulso y de la energía. 
Por tanto, en esta forma son válidas para cualquier movimiento, incluyendo las 
variaciones debidas a las fluctuaciones en el estado del líquido. Entonces han de 
interpretarse o, P, v,... como la suma de los valores de Qp, Po, Yos... del movi- 
miento básico más sus fluctuaciones do, ôP, dv,... (como es natural, las ecuaciones 
podrán linearizarse siempre respecto a estas últimas). 

Las expresiones usuales para el tensor de tensiones y el flujo térmico los rela- 
cionan respectivamente con los gradientes de velocidad y con el gradiente de tem- 
peratura. Cuando en un líquido existen fluctuaciones, aparecen también tensiones 
locales y flujos térmicos espontáneos desconectados de estos gradientes; designa- 
remos a estas magnitudes «aleatorias» por Sip y g. Entonces 


, 00; OU 2 . . 

ik = == +5 e Ôi d iks 88.9 
Oik n eo Ox; 3 Ôik div 1) +2 k A1V v+ Sik ( ) 

q = —xvVT +g, (88.10) 


en donde y y £ son los coeficientes de viscosidad y x, la conductividad térmica. 

El problema consiste ahora en establecer las propiedades de s,, y g considerando 
sus funciones de correlación. Por sencillez, se darán los razonamientos para el caso 
normal en hidrodinámica, el de fluctuaciones no cuánticas; esto significa que se 
supone que las frecuencias de las fluctuaciones satisfacen la condición hw < T. 
Se supone también que las viscosidades y la conductividad térmica son no dispersivas, 
es decir, son independientes de la frecuencia de la fluctuación. 

En la teoría general de las fluctuaciones dada en la Parte 1, $$ 119-122, se con- 
sidera una secuencia discreta de magnitudes fluctuantes x}, X, X3,..., mientras 
que aquí tenemos una secuencia continua, que son los valores de o, P,..., en cada 
punto del líquido. Se evita esta dificultad, por otra parte sin importancia, dividiendo 
el volumen del cuerpo en porciones pequeñas pero finitas AV y considerando cier- 
tos valores medios de estas magnitudes en cada porción; el paso a elementos de 
volumen infinitesimales se hace en la fórmula final. 

Consideraremos las fórmulas (38.9) y (88.10) como las ecuaciones 


Ža = — Y YabXo + yo (88.11) 
b 


de la teoría general de las fluctuaciones cuasiestacionarias; ver Parte 1, (122.20). 
Las magnitudes x, se toman como los componentes del tensor o;, y del vector q 
en cada punto AV. Entonces las magnitudes y, SOn S y Z: 


(88.12) 


“ , 
Xa > Ciko Qi» 
Ya > Sik, Zi. 


Fluctuaciones hidrodinámicas 437 


El significado de las magnitudes termodinámicamente conjugadas X, se determina 
mediante la fórmula que nos da la variación respecto al tiempo de la entropía total S 
del líquido. Así se halla del modo usual (cf. MF, $ 49) a partir de (88.8)- -(88.10) 


$= | dl (aat +7%)- pa, (88.13) 


Sustituyendo esta integral por una suma respecto a las porciones AV y comparando 
luego con la expresión 


KY = — Y Xa as 
se halla que 
1 /00; Vk 1 oT 
-p e  Á l poa LA . . 4 
Xa Alet 0.) T? Ox; á (88.14) 


Ahora resulta ya sencillo hallar los coeficientes Ya» que dan inmediatamente 
las correlaciones según 


(Yaltı) polt2)) = (Yap + Voa) Òltı— 12); (88.15) 


ver Parte 1, (122.21a). 

En primer lugar, obtenemos que en las fórmulas (88.9) y (88.10) no existen 
términos que relacionen o;, con el gradiente de temperatura, o q con los gradientes 
de velocidad. Esto significa que los coeficientes correspondientes y,» = 0 y a par- 
tir de (88.15) 


(sir(t1, r1) gr(ta, r2)) = 0, (88.16) 


es decir, los valores de s, y g están sin correlacionar. 

A continuación vemos que los coeficientes que relacionan los valores de q, con 
los de (4V/T*)0T/0x, son cero, si estas magnitudes se toman en porciones diferentes 
de AV y son y; = 170 ,,/4 V si se toman en el mismo 4V. Con estos valores de 
Vap» Obtenemos según (88.15) y después de tomar el límite AV > 0, 


(gilti, 11) gx(t2, r2)) = 2720 0(11 —r2) 0(£1— 19). (88.17) 


Análogamente obtenemos las fórmulas para las funciones de correlación del 
tensor de tensiones aleatorias: 


(Sik(tis £1) Simlt2,Y2)) = 2T[1(010xm + 0im0x1) + (8-3 39) Oix 01m] O(11 — r2) 0(11— t2). 
(88.18) 
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En principio, las fórmulas (88.16)-(88.18) resuelven este problema de calcular 
las fluctuaciones hidrodinámicas en un caso particular cualquiera. El procedimiento 
de resolución es el siguiente. Considerando a Sı, y g como funciones dadas de las 
coordenadas y del tiempo, resolvamos formalmente las ecuaciones linealizadas 
(88.6)-(88.8) para 90, dv,..., con las condiciones de contorno hidrodinámicas nece- 
sarias. Esto nos da las magnitudes expresadas como funcionales lineales de s,, y g. 
En correspondencia, se expresa cualquier magnitud cuadrática en do, Óv,..., me- 
diante los funcionales cuadráticos de s;, y g y luego se calculan los valores medios 
mediante (88.16)-88.18); las magnitudes auxiliares Są y g no aparecen en el resul- 
tado. 

También podemos escribir las fórmulas (88.16)-(88.18) en los componentes de 
Fourier respecto a la frecuencia y lo haremos de tal forma que las generalice al 
caso de las fluctuaciones cuánticas. De acuerdo con las reglas generales del teorema 
de fluctuación-disipación, se obtiene dicha generalización incluyendo un factor 
extra (/w/2T) coth (hiw/2T) (que es la unidad en el límite clásico hw < T). En pre- 
sencia de dispersión de la viscosidad y de la conductividad térmica, las magnitudes 
n, Č y x son funciones complejas de la frecuencia; en las fórmulas para las fluctua- 
ciones, se reemplazan por las partes reales de dichas funciones: 


(PeP) = 0, (88.19) 
(Pg) = 0:0(r1—r2) hwT coth (hw/2T) re x(w), (88.20) 


(sPs2),, = hws (rı — r2) coth (fw/27) X 
X[(8:10%m-+ Oim0x1—3 O1k01m) re n(@)+8 ¡x01m re E(c)]. (88.21) 


$89. Fluctuaciones hidrodinámicas en un medio infinito 


En esta sección consideraremos las fluctuaciones hidrodinámicas en un líquido 
infinito en reposo. Como es natural este problema puede resolverse mediante el 
método dado en $88. Sin embargo, utilizaremos aquí otro método diferente y asi 
daremos un ejemplo de otro procedimiento alternativo de resolver problemas de 
fluctuaciones hidrodinámicas. 

Este otro método emplea la teoría general de las fluctuaciones cuasiestacionarias 
en su etapa previa, antes de la introducción de las fuerzas aleatorias. Las fórmulas 
generales de interés son las siguientes (ver Parte 1, 8 122). 

Sean 


Ža = — Y habXb (89.1) 
q 
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las «ecuaciones del movimiento» macroscópicas para el conjunto de magnitudes 
Xa(1) que describen el estado de no equilibrio del sistema (en el equilibrio, todas las 


Xa = 0). Estas ecuaciones son válidas si las x, son grandes en comparación con sus 
fluctuaciones medias (pero también tan pequeñas que puedan linearizarse las ecua- 
ciones del movimiento). Podemos decir entonces que se satisfacen ecuaciones seme- 
jantes (cuando t > 0) por las funciones de correlación de las fluctuaciones: 


d 
qe alo) xo(0)) = =y habl Xat) Xe(0)}), t >0. (89.2) 
5 
Se forma la condición inicial para estas expresiones mediante las ecuaciones 


Kxa(D xo(0))]:=+0 = (xaX), (89.3) 


en donde <x,x,» es la función de correlación de un solo instante que se supone 
conocida. En el intervalo t < 0, las funciones de correlación se continuan mediante 
la regla 


(xad) x40)) = E(xa(—0) 140) (89.4) 


relacionándose el signo superior con el caso en el que x, y x, sean ambos pares o 
ambos impares bajo la inversión temporal y el signo inferior cuando uno sea par 
y el otro impar. Se obtiene la solución de la ecuación (89.2) con la condición (89.3) 
mediante la transformación de Fourier unilateral: multiplicando la ecuación por 
e'"* e integrando respecto a 1 desde O hasta oo (con integración por partes en el 
primer miembro) obtenemos las ecuaciones 


dx JA = — Y Aa + (xXc) (89.5) 
5 


para las magnitudes (funciones de la frecuencia) 


(xaxa) = f elo x, (0) xa(0)) de. (89.6) 


Los componentes de Fourier ordinarios de la función de correlación se expresan 
en función de las magnitudes (89.6) mediante 


(rexado = f eiet) xo(0)) dt 


= (a E [(xa xe) G] 
= (Aa) + (XbXa) 2, (89.7) 
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en donde los signos + corresponden a los de (89.4). 

Volviendo al problema indicado de las fluctuaciones en un líquido en reposo. 
linearicemos en primer lugar las ecuaciones hidrodinámicas (88.6)-(88.8) con 0;, 
y q tomados de (88.9) y (88.10) (sin los términos finales). Poniendo ọ = o + do, 


v= ĝv,... y omitiendo los términos no lineales se tiene 
00 a 
e +edivv = 0, (89.8) 
t 
g 0v/0t = — VIP +NAV+(8+3m) v div v, (89.9) 
00s A 


después de la linearización se omite el subíndice O en las magnitudes constantes. 
En las ecuaciones (89.8)-(89.10) será conveniente dividir la velocidad en las partes 
potencial («longitudinal») y rotacional («transversa») v® y v% definidas por 


v= yvD4y0, (89.11) 
divv0 = 0, rot v® =0. 


En (89.8) sólo aparece la velocidad longitudinal: 


a +0 div v» = 0, (89.12) 


y (89.9) se separa en las dos ecuaciones 


ovd n 


RP = S AVO, (89.13) 
a e =-—véP+ (+3 n) Y div vo. (89.14) 


La ecuación para las velocidades transversales es independiente de la otra ecua- 
ción. De acuerdo con ello, tenemos también una sola ecuación para la función de 
correlación de sus fluctuaciones: 


Ê (Pe, e) PO, 0) AAA, r) (0,0) =0, (89-15 
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en donde v = ņ/ọ es la viscosidad cinemática. Tomando la transformada de Fou- 
rier de una sola parte, obtenemos 


— io( E) ANO) AA) AOL = (AP AO), 


en donde el segundo miembro es la función de correlación unilateral; o bien con las 
componentes de Fourier respecto a las coordenadas 


(90 Der = P 02) /(vk?— ic). 


La función de correlación instantánea de las fluctuaciones de la velocidad viene 
dada por (88.5); pasando a los componentes de Fourier y separando la parte trans- 
versal, tenemos 


(0P 0) = (7/0 0: — Kikx/Kk?). (89.16) 


Sustituyendo en la fórmula precedente, tenemos finalmentet 


Í vk? 

WP 0), = 2 re (00 A = z (64%) naa: 61m 

Para las demás variables tenemos un sistema de ecuaciones acopladas (89.10), 

(89.12), (89.14). Sin embargo, éste resulta más simple en los casos límites de fre- 

cuencias altas y bajas. La razón consiste en que las perturbaciones de la velocidad 

longitudinal y de la presión se propagan en el líquido con la velocidad del sonido 

u y las de la entropía de acuerdo con la ecuación de la conducción térmica. El último 

mecanismo exige un tiempo ~ 1/xk? para la propagación de la perturbación a una 

distancia ~ 1/k (en donde y = x/oc, es la conductividad termométrica del medio). 

De aquí que, en el caso de frecuencias que satisfacen la condición (con un valor 
dado del número de ondas) 


yk? w ~ ku, (89.18) 


podemos suponer que únicamente v% y P fluctúan a entropía constante. Por otra 
parte si 


xk? ~ w< ku, (89.19) 


existen fluctuaciones isobáricas de la entropía. + 


tł Es fácil ver que, al integrar (89.17) respecto a w/271, volvemos a la función de correlación de un 
solo instante, como era de esperar. 

+ La desigualdad yk? < ku se satisface siempre en la región hidrodinámica. Por ejemplo, en los ga- 
ses U-—D7 y y Url en donde Ur es la velocidad térmica media de las partículas y Z su recorrido libre 
medio. De aquí que la desigualdad yk < u sea equivalente a la condición necesaria kl < 1. 
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Consideremos en primer lugar el intervalo de alta frecuencia (89.18) y determine- 
mos las fluctuaciones de presión, por ejemplo. 
La ecuación (89.14) escrita para las funciones de correlación, tiene la forma 


> (vODX(t, r) SP(0, 0)) = — grad (ôP (t, r) ÓP(O, 0)) + 


+ (t+ 51) grad div otr, 1) PIO, 0), 


y la condición inicial para la misma es la anulación de la correlación instantánea 
de v” y ôP. Con una transformación de Fourier unilateral respecto al tiempo y una 
transformación completa respecto a las coordenadas, tenemos a partir de aquí 


—iwav IP? =— (OPI —(E +5) k(k . vP). (89.20) 


A continuación en la ecuación (89.12) escribamos 


1 0 
o= (3) ôP+ (as) ôs = 7 SP o? (ar) ôs, 
s P s 


y 00s/0t se expresa mediante (89.10) en la forma 


j ðP 


AN OE 
A = ll 


) AOP; 


el término en 4ós a la derecha se desprecia en comparación con 00s/0t, puesto que 
xk? < w. Esto conduce a la ecuación 


2 
1 3P zoe (ar) ASP+ o div v® = 0. 


OP), 
La ecuación correspondiente para las funciones de correlación se obtiene de nuevo 
sustituyendo ôP y v” por <óP(t, r)ôP(0, 0)> y <vW(t, r) ôP(0, 0)> respectivamente; 
la condición inicial es (88.3). Después de las transformaciones de Fourier, esta 
ecuación se convierte en 


_do Exe oT 
A 


2 
a) | (OPISE +io(k . VOPR = oT. (89.21) 


A partir de las dos ecuaciones (89.20) y (89.21) podemos hallar 


k20Tu*(i+2y70w/uk?) 


a AS 89.22 
co(cw02—k?u2+2iwmuy) ° ( ) 


(8P?),y = 2 re (PPP = 2 re 
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en donde 


k? 4 Maa oT 
"=> [2+31 EE (3 aF} | (89.23) 


es el coeficiente de absorción del sonido en el medio (ver MF, §.77) y Yr es la parte 
del mismo debido a la conducción térmica. El resultado final para frecuencias cer- 
canas a los valores œ = + ku, en donde las fluctuaciones son especialmente gran- 
des, es 


(Pok = 071%/[(0 F ku? +u’). (89.24) 


Esta fórmula es válida cuando | w F ku| < uy.t 

En el margen de bajas frecuencias resulta suficiente (89.19), como ya se ha men- 
cionado para considerar las fluctuaciones de entropía, despreciando las de presión. 
Esto significa que en (89.10) podemos poner 


T ~ (ôT/ðs)p ôs = (T/cp) ds, 


tomándose el calor específico c, por unidad de masa. Por consiguiente, la función 
de correlación requerida satisface una ecuación del mismo tipo que (89.15) y la 
condición inicial es (88.4). El resultado es 


2cp xk 


Eo. (89.25) 


(0). = 


PROBLEMAS 


PROBLEMA 1. Hallar la función de correlación de las fluctuaciones del número de partículas 
de soluto en una disolución débil. 


SOLUCIÓN. La densidad numérica n de partículas de soluto satisface la ecuación de difusión 


n/t = D An, 


siendo D el coeficiente de difusión. En una disolución débil, los valores simultáneos de la densidad 
en puntos diferentes están sin correlacionar (como no existe ninguna correlación instantánea en 
el caso de la densidad de un gas ideal); por tanto la función de correlación es 


(On(r,) ôn) = AÒ, — T2). 


t Puede recordarse (ver MF, § 77) que el coeficiente de absorción hidrodinámico del sonido es siem- 
pre pequeño en los gases (se deduce necesariamente la desigualdad y < k de la condición kl < 1) y es 
pequeña en los líquidos en donde no existe ninguna dispersión significativa del sonido. 
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Análogamente a (89.25) tenemos 


(Onok = 2k*D/(w0?+ k1D?). 


Aquí se desprecia la difusión térmica y, por consiguiente, pueden considerarse las fluctuaciones 
de n independientemente de las de la temperatura. 


PROBLEMA 2. Hallar la función de correlación de las fluctuaciones de la presión en un líquido 
que tenga una segunda viscosidad grande y dispersiva ¿(w) (debido a una relajación lenta de un cierto 
parámetro). 


A SoLución. La presencia de procesos de relajación lentos produce una segunda viscosidad de la 
orma 


$o) = Sor (us — u3), 


en donde t es el tiempo de relajación, u la velocidad de equilibrio del sonido y too la velocidad del 
sonido para un valor constante del parámetro de relajación; ver MF, § 78. Las ecuaciones (89.20) 
y (89.21) y, por tanto, (89.22) son válidas también en presencia de dispersión. Poniendo ¢ = ¢(w) 
y despreciando los términos que surgen de y y x, se obtiene después de algunos cálculos 


2T7ou(u2, — uz) 


ô 2 wk =~ -s aron, OOOO 
(ÖP? ok (MEAT, ok 


§ 90. Expresiones de los operadores para los coeficientes de transporte 


Las fórmulas (88.20) y (88.21) pueden examinarse de modo diferente si se leen 
de «derecha a izquierda», es decir, considerándolas como expresiones para la con- 
ductividad térmica y la viscosidad. Las funciones de correlación del primer miem- 
bro pueden expresarse entonces, de acuerdo con su definición, en función de los 
operadores de ciertas magnitudes que poseen significado microscópico; obtendremos 
por tanto, los coeficientes de transporte del líquido expresándolos en función de 
estos operadores. 

Primeramente debemos señalar que la ausencia de cualquier tipo de correlación 
entre las fluctuaciones de los flujos de energia e impulso «aleatorios» en puntos 
diferentes del espacio (la función delta ó(r, — r) en (88.20) y (88.21)) es una con- 
secuencia de la aproximación hidrodinámica, que sólo es válida para valores pe- 
queños del vector de onda. Con objeto de expresar explícitamente esta condición, 
escribamos las fórmulas en los componentes de Fourier respecto a las coordenadas 
espaciales [lo que equivale a sustituir los factores òlr, — ra) por la unidad] y tome- 
mos el límite k > 0. Por ejemplo, la fórmula (88.20) contraída respecto a los sub- 
índices i y k, 


(20.80), = 38(r,—r3) KoT coth (fiw/2T).re x(w), 
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se escribe como 


re »(w) = lim ACE Joke (90.1) 


1 h hw 
hoT ° 2T w 
Es fácil ver que en esta fórmula podemos sustituir el flujo térmico «aleatorio» 

g por el flujo de energía total, que denominaremos Q. Este último, como sabemos 


de la hidrodinámica, se compone del flujo de energía convectivo y del flujo tér- 
mico q: 


Q = (40?+w) ov+q ~ owyv—x VT+g, (90.2) 


en donde w es la entalpía por unidad de masa del líquido; en la última expresión, 
omitimos el término que contiene una potencia superior de la velocidad de fluctua- 
ción v. Sin embargo, para valores pequeños de k, las fluctuaciones de las magnitu- 
des físicas reales v, T, o, etc., contienen una potencia extra de k en comparación 
con las de los flujos aleatorios y, por consiguiente, las fluctuaciones de g son las 
mismas que las de Q en el límite k > 0. Esto resulta inmediatamente evidente a 
partir del hecho de que los flujos g y S;, aparecen en la ecuación del movimiento 
(88.6)-(88.8) de las fluctuaciones hidrodinámicas únicamente como derivadas espa- 
ciales, pero las magnitudes físicas mencionadas aparecen también como derivadas 
temporales; cuando se toman los componentes de Fourier, estas últimas magnitu- 
des son por tanto de orden k/w respecto a las primeras. 

A diferencia de g, el flujo de energía total Q tiene un significado mecánico directo 
y corresponde a un operador mecanicocuántico definido O(t, r) que se puede ex- 
presar en función de los operadores de las variables dinámicas de las partículas del 
medio. Con la definición de las funciones de correlación en función de los operado- 
res (de Heisenberg) de las magnitudes correspondientes, llegamos así a la fórmula 


hw 


re x(w) = tgh >F 


1 
ShoT x 


x lim | f eot-k -D(ÂÕ(r, r) Ĝ(0, 0) +Q(0, 0) Q(*, r)) dt dex (90.3) 


(M. S. Green 1954). 

Sin embargo, se obtiene una representación más útil de la función x(w) mediante 
una fórmula que expresa la función de correlación en función del conmutador de 
los operadores correspondientes. 
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Si xa(r) y xy(r) son dos magnitudes fluctuantes (iguales a cero en el equilibrio 
y comportándose del mismo modo frente a la inversión temporal) puede escribirse 
su función de correlación temporal, de acuerdo con (76.1) y (75.11), como 


oo 


(xP x) = coth fo re f eit Ra(t, r1), £5(0, r2))) dt, 


0 


en donde [...] designa el conmutador. Pasando al desarrollo de Fourier respecto 
a las coordenadas r = r, — r,, obtenemos 


(XaXb)ok = coth Že, eff eilot-k -1X2 (t, r), 20, 0)]) dt dx. (90.4) 


Aplicando esta fórmula a la función de correlación (Q?),,, y sustituyendo en (90.1) 
tenemos 


re x(w) = 7 Jim re f | eltor=k -X[Q(, r), Q(O, 0))) dt dix. 
0 


Los dos miembros de esta ecuación contienen las partes reales de las funciones 
de œw que tienden a cero cuando w —> oo y carecen de singularidades en el semiplano 
superior de la variable compleja w. Si las partes reales de dichas funciones son igua- 
les sobre el eje real de w, se deduce que las propias funciones son iguales y llegamos 
a la fórmula final 


1 . 2 . A A 
0) = 37 sim | | ello -X[Q(E, r), Q(0, 0))) dt dex. (90.5) 
0 


Con objeto de deducir el valor estático de la conductividad térmica, debemos tomar 
también el límite w => 0. 

Análogamente, puede transformarse la fórmula (88.21) en una expresión de 
operadores para los coeficientes de viscosidad. 

Si utilizamos el flujo del impulso total o, = — Pó; + Cip [con 0;, tomada de 
(88.9)] entonces en el límite k > 0 resultan cero las fluctuaciones de todos los tér- 
minos excepto s,, y así en este límite podemos sustituir la función de correlación 
(SiSimdok POT (Cixma. El resultado es 


2 
no) (Buda + Öimôki — 3 Öik ôm) +£(0) ÓikÓ tm 


== lin m Í | eltor—k -X [ô;(t, E), ĉim(0, 0)]) de dix, (90.6) 
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en donde 6.1(t, r)es el operador de densidad del flujo del impulso (H. Mori 1958). 
Contrayendo esta ecuación respecto a los pares de subíndices į, k y l}, m o i, l y k, m 
obtenemos expresiones separadas para 9 o para 10y + 3£ respectivamente. 


$91. Factor de forma dinámica de un líquido de Fermi 


Las fórmulas (87.4)-(87.6) para el factor de forma a T = 0 no son aplicables 
a un líquido de Fermi puesto que su deducción supone la existencia (para w y k pe- 
queñas) de la rama de fonones únicamente del espectro de excitaciones elementales 
La teoría hidrodinámica de las fluctuaciones desarrollada en $5 88 y 89 es también 
inaplicable a un líquido de Fermi. Ella exige el que se cumpla el requisito de que 
kl < 1 (siendo ] el recorrido libre medio de la cuasipartícula), que ciertamente no 
se satisface en un líquido de Fermi, puesto que | x T”? y tiende a infinito cuando 
T — 0, De aquí que deba utilizarse la ecuación de transporte para calcular el factor 
de forma de un líquido de Fermi. 

Ahora resulta conveniente partir de las ecuaciones (86.17)-(86.20) que dan la 
relación existente entre el factor de forma y la susceptibilidad generalizada respecto 
a la acción de un campo U(t, r) sobre el líquido. En componentes de Fourier tam- 
bién respecto a las coordenadas, la definición (86.18) se reduce a 


óñ(c, k) =—«(o, k) Uar (91.1) 


Consideraremos únicamente el caso T = 0. Entonces el factor de forma dinámico 
se expresa en función de a(w, k) por 


(91.2) 


ño(co, k) = | 2h im a(w, k), w => 0, l 


O, w < 0. 
Se calcula la densidad de la perturbación ôn(w, k) mediante la ecuación de trans- 
porte, en donde puede despreciarse la integral de colisión (cuando T > 0). Estos 


cálculos de los realizados para el sonido cero en $4 únicamente en la adición del 
término 


U(t, r) == Uok ek. ese 


en la energía de la cuasiparticula. En correspondencia, la derivada 0%e/0r (4.3) con- 


tiene un término adicional 9U/0r = ¡kU y a la izquierda de la ecuación de trans- 
porte (4.8) existe un término 


—ikU.0no/0p = ik ..vUó(e— ep). 
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Se busca la solución de la ecuación de transporte en la forma 


ón(p) = Om. (p) e 1-9, 
mhz (91.3) 
ÓN. =—Ó(e—e RF XD), n= . 
Mor (P) (ee) > me x(n) p/p 
Este es el componente de Fourier de la perturbación de la distribución de los im- 
pulsos de las cuasipartículas. La variación requerida en la densidad del número 
total de cuasipartículas (densidad numérica de partículas reales) viene dada por la 
integral 


óñ(o, k) = | ônaa(P)-2 P/r} == | 10) L- Vero 


La definición de la función y(m) en (91.3) difiere de la correspondiente a v(n) en 
(4.9) por lo que se refiere a la normalización: aquí se escoge de modo que la fór- 
mula (91.2) se reduzca a 


ño(c, k) = im f x(m) do/4x, — w>0. (91.4) 
Para el propio y(n) tenemos la ecuación 


(0— 07k.n) q(n)— vfk.n JED y(n’) do' [477 =—k.n.2p7/7*%?, (91.5) 


que difiere del segundo miembro de (4.11). 

La ecuación (91.5) no contiene explícitamente magnitudes imaginarias. La 
presencia de una parte imaginaria de su solución y(n) se debe, por tanto, únicamente 
al paso alrededor de los polos en las integrales que surgen durante el proceso de 
resolución. La regla para estos pasos depende del requisito de que el campo U œ e~!" 
aplicado al sistema se aplica adiabáticamente desde tł = — oo hacia adelante; con 
este objeto debe reemplazarse su frecuencia w por w + iQ. 

La forma específica de la solución depende de la forma de la función de interac- 
ción de las cuasipartículas F(9). Tlustraremos el proceso de resolución y las propie- 
dades resultantes en el ejemplo más sencillo en el que F = F,, una constante. 

En este caso, la solución de la ecuación (91.5) tiene la forma 


y(n) = Cvrk .n/(vrk .n—w— i0), (91.6) 


siendo C una constante. Se determina esta constante sustituyendo (91.6) de nuevo 
en (91.5), lo que nos da 


C(1 +1) = 2m*pp/m%f?, (91.7) 
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en donde 


I T k.n’ vf do” 
E k.nop—-o—i0 ` 4r ` 


El integrando depende únicamente del ángulo existente entre n' y k, de modo que 
una sustitución evidente da 


en donde s = w/kvp; la parte imaginaria de la integral se determina mediante la 
regla (8.11). 

Sustituyendo la función y(n) de (91.6)-(91.8) en (91.4) obtenemos el factor de 
forma dinámico 


z 2m*pr A I (s) 
ño(w, k) = —— im == 
E ES TE) Gaa 
(A. A. Abrikosov y I. M. Khalatnikov 1958). De acuerdo con (91.8) resulta no 
nula para s < 1, es decir para todo w < kvp. 
Si F¿ > 0, puede propagarse el sonido cero en un líquido de Fermi con una velo- 
cidad u, determinada por (4.15): 


1+Fol(so) = 0, So = uo/vF. 


En el caso de valores de s próximos a sq, la expresión (91.9) se reduce a 


constante X im 1/(s — so); 


de acuerdo con el comentario realizado antes, s = w/kvp ha de tomarse como 
s + i0. Esto significa que o(c, k) contiene también un término en función delta que 
tiene la forma constante x d(s — Sọ) O sea 


olw, k) = constante x kó(w — ku). (91.10) 


Este término es la contribución al factor de forma procedente de la rama del sonido 
cero del espectro de energía del liquido de Fermi; es exactamente análoga a la con- 
tribución de los fonones (87.4) al factor de forma de un líquido de Bose. 

La existencia de dicho término no depende, como es natural, de la hipótesis 
de que F sea constante; es una propiedad general de un liquido de Fermi en el que 
puede propagarse el sonido cero. Únicamente el valor del coeficiente constante 
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en (91.10) depende de la ley de interacción de las cuasipartículas. La ecuación (91.5), 
con cero en el segundo miembro, es la ecuación del sonido cero; por tanto, la solu- 
ción de la ecuación inhomogénea tiene un polo en w/k = uy. 

Resulta evidente a partir de la forma de (91.5) que su solución depende de los 
parámetros w y k únicamente a través de su cociente w/k. Por consiguiente, el factor 
de forma dinámico será también una función de este cociente. El factor de forma 
estático 


o(k) = f o(w, oie 


tendrá en consecuencia la forma 
o(k) = constante X k. (91.11) 


Esto significa que la función de correlación espacial de un solo instante de las fluc- 
tuaciones de densidad a T = 0 en un líquido de Fermi obedece a la ley v(r) æ r4, 
como en un líquido de Bose. 

Finalmente, podemos señalar que el factor de forma dinámico de un gas ideal 
de Fermi se obtiene a partir de (91.9) tomando el límite F> 0: 


o(w, k) = mo/axh?ik, 0< 06 < kvr. 
El factor de forma estático es entonces 
kup 


d 2k 
o= ate o i 


0 


de acuerdo con el resultado de la Parte 1, $117, problema 1. 
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